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Control
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Flow-rate

(m /s)3

(V)

(V)

(V) (V)+

–

�	�� 
�+ ����� �
�
	�� �� �������	 ����	�� �������

Computer
Controller Machine Table Movement
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Program
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Power
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Analogue Velocity Feedback

Bearing
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Digital
Desired Position

Digital
Error

Computer
Program

Digital
Controller

Power
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+ (V)

Control
Signal

(V)
DC

Servo
motor

Torque
(Nm)

Actual
Velocity
(m/s)

Machine
Table
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Position
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Integrator

Analogue Tacho-
generatorVelocity Feedback

Shaft
Encoder
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Desired Heading Actual rudder-angle

Gyro-compass
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Demanded rudder-angle
Measured rudder-angle

Steering-gear
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•

•

•

Define System
Performance
Specification

Is Component
Response Acceptable?

Does Simulated
Response Meet

Performance Specification?

Model Behaviour
of Plant and
System
Components

Identify System
Components

Select
Alternative
Components

Yes

No

Define Control
Strategy

Simulate
System
Response

Modify
Control
Strategy

Implement
Physical System

Measure System
Response

Modify Control
Strategy

Does System
Response Meet

Performance Specification?

START

Yes

No

FINISH

No

Yes

�	�� 
�
� !���� 
� ��� ���

� �� � ����	�� �������

��
�	���
�	� 
	 �	�
�	� ����������� 		



������������	
�����
����������������������������� � �	 � ��������� ��������� ������

�
������� �� ��� 	
	��� ���� �� �
������
 �
� �
��������� #
 ����������� ��� �

����
����������	���	 �� ��� 	
	��� ��
 ���
�� ���� ���� )����&�����
�* �
� 	� � ��"��
��
���� 	������
 ���� 
�� ����� D�� �� ���� ��
	������
 ��� �"������ ��� ��		 �� �

�����
�� ��
 �� ����	� ���� ���� �� ��	 ����&��� ����� �� ��� �
� �� � ��
� ���� �������

$��	�����
�	 �� ��� ��
������� ��������	 ���� �� ��
����
���� ���� ����������

��	� �
� ��	�����
�� ������	� ���� 	�
	��	 ���� ������� �������� �
� �������� �����
�����	� �����	� �� �����������	 �
 ���	���
� ��� ������ �������� ��
 ������� �����

��
��� �
� ����	� ��������
� �
��������
�

�������� ����� �	 � 	��
���� ����������
 ���� ��
 �� ������� �� ��� ��	��
 ��
��	� ��
���� 	
	���	� ��� 	���	 �
 ���	 ����������
 ��� 	���
 �
 ������ -�-9�

��� ��	��
 �� � ��
���� 	
	��� �	 � ��"���� �� ����
�3�� �
� �"�����
��� ���	 ����
�"����
	 	��� ����� �
� ��	���� �
� 	��� ���� ����
� ���������	� ����
�3��	 �
�
������	 ��������� �� ��� ��
���� 	
	��� ��	��
��� <"�����
��� �������� �
�
 ����	
���� �����

	� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ���������� �������� ������

�

������ ����		
��


�� ��������
��	 ����	�

�� ��� ���	
�� 
��	����� �� 	 ������	� �����
 �	� 
� ����������� 
� 	� ���	����� ��
	 ��� �� ���	������ ���� �� �������� �� 	� ��� 
	���
	���	� 
���� �� ��� �����
� ����

����� �	� 
� ����������� ���
 ��������� �� ��� ������	� ��	�	���������� �� ���
�����
� ���� 
	�� ��� 	 
���	���	� �����
 �� ������	��� ��� 	� ��������	� �����
�
������	������� 	 
	���
	���	� 
���� 
	� 
� �����
���� 
� ������
���	����� 
�

�	������ ��� ��� �����
 ������ �������� �� ����� �������


�
 �
��	� ��������
��	 ����	 �� � ����� ���
�	�

����
� ��	� 	 
	���
	���	� 
���� ��� 	 
���� ������� �� ��������� ���	���� ��� 	�����
��	��� ���	� 	���� � �� ��� ����	�� ����� �� 	 ��
��� 
	���
	���	� 
���� 
���� 
�

��� � ���� �!�" 

����� � 	�� � 	�� ��������� �� ��
�� ���� 	�� ������� ��� 	�� ��� � #�� �����	�� �
����� 
� �	����	��� �� ��� ��������� ������� �	�	 ��� ������ ������ �� ����� ��	�����
����� �� 	������	
�� ��	� � ���� 	�	��	
��

� � ���� �!�! 

� � �� �!�$ 

� � ���� �!�% 

&�� 	������	
�� ��	� � 
��� ���	� ��	����� ����� �

� � �

���� � ��



������������	
�����
����������������������������� � 	
 � ���������� �������� ������

���
 �!�! 

���� � ����� 

������

��� � ��

	

� �
��� �!�' 

(���� ��� �����	�� ��� ��� ������� ��

� � ��

	

� �
�!�) 

�� ��� �����	��� �� � 	�� 	 ���� ��� 	�	��	
��� ���� ��� ������� 
���� ����� 
�
�
�	���� 
� 
�	������ ��� ����	�� ����� ��� ��� 	 ��

�� �� ��������� 	������	���
	����� ��� 	�� �������� ��� �������� 	� ����� �� *����� !�"�

����� *����� !�" ����� 	 ����	� ���	��������� ��� �	��� �� ��� ������� �����	�� � ��
��� ����� �� ��� �����


�� ���� ����	�� ��������
��	 ����	�

+��	���� �!�" ��� ��� 
���� ������� �
����� ��	� ���� ����� �� 	 ��	��� �� 	������	���
	����� ����� �� 	� ����	��	����� ��	��� �� ������� ����	�� ������ �� 	�� �	� �������
����� �� �	��� ��
� �� 
���� �� �� ��� ��� ����	�� ������ �� �� 
���� ��� ���	
��
��	�	���������� �� ��� ������� 	����	����� ���� ����� �� 
� �	��� ���� 	�������

,	���
	���	� 
����� ��	� ��������� ��� ���	
�� 
��	����� �� ������	� �����
�
	�� ����������� ����� ����������	� ���	������ � 
��� 	����	�� ���������	���� �� ���

���� ������� ����� 
�



��

��
� �� � ���� �!�- 

(���� ��.�� �� ��� 	������	���� �� ��� �������� /��� �� ��	���� 	� �����	�� ��������� ����
���
 
���
�� 0���� �� ����

Accelerator angle ( )θ t (degrees)

Forward
Speed
( )

(m/s)
u t

a

�
�� 
�� ������� ��	
�	� 
���� ������� �����
� ������	���	 ������

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ���������� �������� ������

���� � ���� 

��� � �

�

� �
��� 

�!�1 

(���� ��.�  �� 	�	�� ��� ������� �����	��� �� �	�	
���� � �� ���	���� �!�" 


���� �
�������
�	 �����
��� �
�� �������� �����
�
����

�� �����	�� �������� 	 �����
 ����� ������ �� 
�� � ����� ����� �� ��� 	�� ����	���
�����	�� ������������ �� �	���� �� �� �� � � � � �� �� ��� ���	
��� �� ��� �����
 ������� 	
����������� ����������	� ���	����� �� ����� 
� ����������� 	�

�
�


��
� �
 � ���� �!�2 

�� ��� �����
 ���	
��� �������� 	 ������������ ����������	� ���	����� �� ����� 
�
����������� 
�

�
�!


��!
� �

�


��
� �
 � 
��� �!�"3 

�� ��� ���	
��� ������� 	 ����������� ����������	� ���	����� ��� ���������	����
����� 
�

�
�$


��$
� �

�!


��!
� �

�


��
� 

 � ���� �!�"" 

+��	����� �!�2 � �!�"3 	�� �!�"" 	�� ����	� ����������	� ���	����� ���� �����	��
������������� &��� ��	� ��� ����� �� ��� ����������	� ���	���� �� ��� ����� �� ��� �������
�����	����� �����
� ������
�� 
� ���� ���	����� 	�� �	���� ����	� �����
� �� ��� �	
�
����� 	� ��� ����������	� ���	����� *�� ��	
���� ���	���� �!�2 ������
�� 	 �����������
����	� �����
� ���	���� �!�"3 	 ������������ ����	� �����
 	�� ���	���� �!�"" 	
����������� ����	� �����
�


�� ��������
��	 ����	� �� ������
��	 �������

,���	���	� �����
� 	�� ���	��� ���������� �� ��
����� �� ��� ����	� ��
��� �	�	�

���� ���
���� �� ���������� �	
���� 	�� 
	���


���� ��
������ 
� ������
��	 �������

�� ��	���� ���
��� �� 	���
�� �� ������� 	� ��������� ����������	� �� ��� ����� ���
������ 	������ �� ���

*�� ��� ��	���	����	� ������

*���� � +��������

���
�� �	������� ��



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ���������� �������� ������

�� 
��� � 
��� � ����

��� � ��
��� � 
���  �!�"! 

��� ��� ��� ���	����	� ������

#����� � #����

�� ���� � ���� � ����

��� � ������ � ����  �!�"$ 

&��� ��	� �� ��� ������ ���������� �	� ����� �� �&.
 �� ���	���� �!�"! 	�� �&
.�	� 
�� ���	���� �!�"$ �


���
 ����
�� 
� ������
��	 �������

� �	
���� ���
��� ���
���
�� �	���� 	 �	����� �� 	���
�� �� ������� 	 ��������
����������	� �� ��� ����� ��� ������ 	������ �� ���

*�� ��� ��	���	����	� �	
���

*���� � 4�������

��� � ���� � �
�
�

��
�!�"% 

��� ��� ��� ���	����	� �	
���

#����� � �����	� ��������

��� � ���� � �
���

��
�!�"' 

x ti( )

P t( )

K

xo( )t

P t( )

K

θi( )t θo( )t

T t( )
T t( )

(a) Translational Spring (b) Rotational Spring

�
�� 
�
 �����	 ���
��� �������
�

C P t( )

v t( )

(a) Translational Damper (b) Rotational Damper

T t( ) ω( )t

C

�
�� 
�� �����	 ������� �������
�

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 	
 � ���������� �������� ������

&��� ��	� �� ��� �	
���� ������������ �	� ����� �� �&�.
 �� ���	���� �!�"% 	��
�&
 �.�	� �� ���	���� �!�"' �


���� ���� 
� ������
��	 �������

#�� ����� �� 	������	�� 	 
��� �� ��� ������� �� ��� 
	�� 	�� 	������	���� �&�����5�
������ �	� �

*�� ��� ��	���	����	� �����


*���� � �������	����

��� � ���� � �
��

��
� �

�!
�

��!
�!�") 

*�� ��� ���	����	� �����


#����� � �����	� 	������	����

��� � ���� � �
���
��

� �
�!��

��!
�!�"- 

�� ���	���� �!�"- � �� ��� 
�
��� �� ������	 	
��� ��� ���	����	� 	����
/��� 	�	������ 
���	���	� �����
�� �� �� ���	� �� �������� 	�� ������	� ������ 
�

��� ��� �� 	 6*����
��� ��	��	
5� 	�� ���� 	���� &�����5� ������ �	� �� 
����� ��
��� ���
7 �

� � �� ��� ��	���	����	� �����
�

�� �
� � �� ��� ���	����	� �����
� �!�"1 

�
����
 ���
*��� ��� ����������	� ���	���� ���	���� ��� �����	��
���� 
��� 	�� 
��� ��� ���
������8
	��8�	
��� �����
 ����� �� *����� !�'� /�	� ����� 
� ��� ������ ��
���������� ��� 
	��9

P t( ) a t( )
m

(a) Translational Acceleration (b) Angular Acceleration

T t( )

I

α( )t

�
�� 
�� �����	 ��

 �������
�

���
�� �	������� ��



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ���������� �������� ������

������� 
:���� ���	����� �!�"! 	�� �!�"% ��� �����
��� ��	��	
 �� ����� �� *����� !�)�
*��
 ���	���� �!�"1 � ��� ���	���� �� 
����� ���

�
 � ��


��
� � 
� � �
�
�

��
� �

�!
�

��!

�
� � �
� � �
�!
�

��!
� �

�
�

��

;������ �� ��� ���
 �� ���	���� �!�"3 

�
�!
�

��!
� �

�
�

��
� �
� � �
��� �!�"2 

(���� 	 ������8
	��8�	
��� �����
 �� 	 ������������ �����
�
�� ��� 
	�� �� 0��� ���� �

�
 � 3

��
� � 
� � �
�
�

��
� 3

�
� � �
� � �
�
�

��

(����

�
�
�

��
� �
� � �
��� �!�!3 

#��� �� ��� 
	�� �� ���������� ��� �����
 
���
�� 	 ����������� �����
�

K

Spring

x ti( )
x to( )

Damper

C

m

�
�� 
� ��	������

������	 
�
����

K x x( – )i o

d
d
x
t
oC

d
d
x
t
ox to( ), ,d

d

2
x
t

o

m

�
�� 
�! �	������� ����	�� ��	 
�	������

������	 
�
����

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ���������� �������� ������

�
����
 ���
� �������� �� 
�
��� �� ������	 � ���� �� 
�	����� ��	� ������� 	 ��������	� 
�
��� ��
� ��
�� ��� 	����	� �������� ��� �� ��� ��	�� 	� ����� �� *����� !�-� *��� ���
����������	� ���	���� ���	���� ��� 	������ ������ ��� 	�� ��� 	����	� �������� ��� �

������� 
*��
 ���	���� �!�"1 � ��� ���	���� �� 
����� ��

�
� � ��

��� � �� � �
��

��

�
��

��
� �� � ��� �!�!" 

�
����
 ��!
*����� !�1 ����� 	 ��������� ��	�
�� 
���� ������ 
� 	 
���� ��	� �������� 	 ������
�
�� � �� �	� 	 ��	� ��������� �	��� �� 6 5 	�� ��� 
�
���� �� ������	 �� ��� 
����
	�� ������ ��	��� 	�� �
 	�� ��� 	�� ��� ���������� �	
���� ������������ �
 	�� ���
*��� ��� ����������	� ���	���� ���	���� ��� 
���� ������ �
�� 	�� ��� ������ 	����	�
�������� ���� �

Torque ( )T t Angular velocity
( )ω tI

C

�
�� 
�" ���
���� �� ���	���
�

T tm( ) θm

Im Cm

a

b

Io Co

θo( )t

a b

n b a

and are the pitch circle radii
of the gears. Hence gear reduction
ratio is = /

�
�� 
�# ��������� ���	����

���
�� �	������� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

<�	�
�� �	�	
�����

�
 � ' � "3�) �� 
!

�� � 3�3" ��
!

�
 � )3 � "3�) &
 �.�	�

�� � 3�"'&
 �.�	�

 � '3�"

������� 
#�� �����
��� ��	��	
� ��� ��� 
���� ��	�� 	�� ������ ��	�� 	�� ����� �� *����� !�2�

+��	����� �� ,����� 	��

�" ,���� ��	�� �
� � �


�!�


��!

�
�� � �

��


��
� �"�� � �


�!�


��!

���	��	����� ��� 	
��� ���	�����

"�� � "

�
�
�� � �


�!�


��!
� �


��


��

� �
�!�!! 

�! =����� ��	�� �
� � ��

�!�


��!

�"�� � ��
���

��
� ��

�!��

��!

T tm( )

Im

Cm

Cm

d
d
θm

t

X t( )

X t( )

Io

Co

Co

d
dt
θo

Motor Shaft

Output Shaft

θm( )t
d
d

m

t
θ d

d

2

2
m

t

θ

a

b

X t( ) = Gear tooth
reaction force

θo( )t
d
dt
θo d

d

2

2t

θo

�
�� 
�$ �	������� ����	��
 ��	 	�������� ���	����

�	 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �	 � ���������� �������� ������

���	��	����� ��� 	
��� ���	�����

"�� � "

�
��

�!��

��!
� ��

���

��

� �
�!�!$ 

+��	���� ���	����� �!�!! 	�� �!�!$ 

�

�
�
�� � �


�!�


��!
� �


��


��

� �
� ��

�!��

��!
� ��

���

��

� �

>���
	��� ���	���������

�

�
�  �
�� �  ���� 

��


��
�  

���

��

�!�


��!
�  

�!��

��!

(����

 �
�� �  �

�!��

��!
�  �


���

��

� �
� ��

�!��

��!
� ��

���

��

� �

������ ��� ����������	� ���	����

�� �  !�

� � �!��

��!
� �� �  !�


� � ���

��
�  �
�� �!�!% 

#�� ���
� ��� �  !�
 	�� ��� �  !�
 	�� �	���� ��� �����	���� 
�
��� �� ������	 ��
	�� �����	���� �	
���� ����������� �� �������� �� ��� ������ ��	���

��
��������� �	���� �����

�� � �3�3" � '3! � ' � "3�) � 3�3!!' �� 
!

�� � �3�"' � '3! � )3 � "3�) � 3�$&
 �.�	�

*��
 ���	���� �!�!% 

3�3!!'
�!��

��!
� 3�$

���

��
� '3�
�� �!�!' 


� ��������
��	 ����	� �� �	����
��	 �������

#�� 
	��� �	����� ���
���� �� ��������	� �����
� 	�� ������	���� ������	��� 	�� �	�	�
���	��� 	� ����� �� *����� !�"3�

���
�� �	������� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

*�� 	 ��������� ���
���� =�
5� ?	� �	� 
� �������

��"�� � �!��  � #��� �!�!) 

*�� 	� ��������� ���
���� ��� ���	�������� 
������ ����	�� 	�� ������� ��

��"�� � �!��  � $
��

��
�!�!- 

*�� 	 �	�	������ ���
���� ��� ���������	��� ���	���� ��

%�� � ���"�� � �!��  

@���������	���� 
��� ����� ���� ������� �� �

�%

��
� ��� � �

�

��
��"�� � �!��  �!�!1 

&��� ��	� �� 
��� ����� �� ���	���� �!�!1 	�� ������	��� ����

��"�� � �!��  � "

�

�
��� �!�!2 

�
����
 ��&
*��� ��� ����������	� ���	���� ���	���� �"�� 	�� �!�� ��� ��� #� ������� ����� ��
*����� !�""�

������� 
*��
 ���	����� �!�!) 	�� �!�!2 

�"�� � �!�� � #��� 

�!�� � "

�

�
���

�!�$3 

v t1( )
R

i t( )

(a) Resistance

(b) Inductance

(c) Capacitance

v2( )t

i t( )

i t( )

v1( )t v2( )t

v1( )t v2( )t

L

C

�
�� 
��% ��

��� �������
 �� �� �����	���� 
�
����

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

��

�
��!

��
� ��� �!�$" 

��
��������� �!�$" ���� �!�$3 

�"�� � �!�� � #�
��!

��
�!�$! 

+��	���� �!�$! �	� 
� ��������� 	� 	 ����������� ����������	� ���	����

#�
��!

��
� �! � �"�� �!�$$ 

�
����
 ��'
*��� ��� ����������	� ���	����� ���	���� �"�� 	�� �!�� ��� ��� �������� ����� ��
*����� !�"!�

R

v1( )t i t( ) C v2( )t

�
�� 
��� �� ���
�	 �

v1( )t v2( )t

R

i t( )
C

L

(a)

i t1( ) + i t2( )

v1( )t i t1( ) C1

R1
R2

v3( )t i t2( ) C1
v2( )t

(b)

�
�� 
��
 !����	���� ���
�	 
�

���
�� �	������� �




������������	
�����
����������������������������� � �
 � ���������� �������� ������

������� ��( )
�*�(+ ,�- ����(
 ����
*��
 ���	����� �!�!) � �!�!- 	�� �!�!2 

�"�� � �!�� � #��� � $
��

��

�!�� � "

�

�
���

�!�$% 

��

�
��!

��
� ��� �!�$' 

��
��������� �!�$' ���� �!�$% 

�"�� � �!�� � #�
��!

��
� $

�

��
�

��!

��

� �

��

�"�� � �!�� � #�
��!

��
� $�

�!�!

��!
�!�$) 

+��	���� �!�$) �	� 
� ��������� 	� 	 ������������ ����������	� ���	����

$�
�!�!

��!
� #�

��!

��
� �! � �"�� �!�$- 

������� ��( )
�*�(+ ,�- ����(
 ����
�����
 ���	�����

�"�� � �$�� � #"��"�� � �!��  �!�$1 

�$�� � "

�"

�
�"�� �� �"

��$

��
� �"�� �!�$2 

�$�� � �!�� � #!�!�� �!�%3 

�!�� � "

�!

�
�!�� �� �!

��!

��
� �!�� �!�%" 

*��
 ���	���� �!�%3 

�$�� � #!�!�� � �!�� 

��
��������� ��� �!�� ����� ���	���� �!�%" 

�$�� � #!�!
��!

��
� �!�� �!�%! 

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

(���� ���
 ���	����� �!�%! 	�� �!�$2 

�"�� � �"
�

��
#!�!

��!

��
� �!�� 

� �

� #!�"�!
�!�!

��!
� �"

��!

��
�!�%$ 

��
��������� ���	����� �!�%" � �!�%! 	�� �!�%$ ���� ���	���� �!�$1 

�"�� � #!�!
��!

��
� �!�� 

� �
� #" #!�"�!

�!�!

��!
� �"

��!

��
� �!

��!

��

� �

����� �������� ��� ������������ ����������	� ���	����

#"#!�"�!
�!�!

��!
� �#"�" � #"�! � #!�! 

��!

��
� �! � �"�� �!�%% 


�! ��������
��	 ����	� �� ������	 �������

�� �� ���������� �� �������� ����
	� �����
� 	� 
���� 	�	������ �� ��������	� �����
�
�� ��	� ���� ����	�� 
��� ��������� 	�� �	�	������ ���
�����


�!�� &�����	 ���
������ �&

(�	� ���� 
� ���������� �� ����� 
� *������5� ?	�

%# � �.��" � �! 

�
�!�%' 

#�� �	�	
����� �� ���	���� �!�%' 	�� ����� �� *����� !�"$� #��� 	��

��" � �! � #�
���	���� ����������	� �> 

. � &��
	� ����� �������	� 	��	 �
! 

� � #�������� �
 

� � #���
	� ������������ �/.
> 

%# � (�	� ���� �A.� � / 

θ1

θ2

A

�

QT

�
�� 
��� "��� ���
 ��	���� � ���� ������

���
�� �	������� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

+��	���� �!�%' �	� 
� ������� �� ��� �	
� ���
 	� =�
5� ?	� ����	���� �!�!)  

��"�� � �!��  � ##%#�� �!�%) 

����� ## �� ��� ����
	� ������	��� 	�� ��

## � �

�.
�!�%- 


�!�
 &�����	 �����
����� �&

#�� ��	� ������ 
� 	 
��� ��

/�� � ������ �!�%1 

�����

/ � (�	� �A 

� � ,	�� ��� 

�� � �������� ��	� 	� �����	��

�������� �A.�� > 

� � #�
���	���� ���� �> 

�� ���	���� �!�%1 �� ��
�	��� ���� ��� ���������	��� ���	����

%�� � ���� �!�%2 

���� ��� ����
	� �	�	���	��� �# ��

�# � ��� �!�'3 

#� �
�	�� ��� ��	� ���� %#� ���	���� �!�%1 �� ����������	��� ���� ������� �� ��
�

�/

��
� ���

��

��
�!�'" 

��

%#�� � �#
��

��
�!�'! 

�
����
 ��0
(�	� ����� ���
 	 ��	� ������ 	� ��
���	���� �"�� ������� 	 �	�� �	���� ���	�
����
	� ������	��� ## �� 	 ��	� ���� 	� ��
���	���� �!�� �	���� ���	� ����
	�
�	�	���	��� �# 	� ����� �� *����� !�"%� *��� ��� ����������	� ���	���� ���	����
�"�� 	�� �!�� �

������� 
�" /	��7 *��
 ���	���� �!�%) 

%#�� � ��"�� � �!��  

##
�!�'$ 

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �
 � ���������� �������� ������

�! (�	� ����7 *��
 ���	���� �!�'! 

%#�� � �#
��!

��
�!�'% 

+��	���� ���	����� �!�'$ 	�� �!�'% 

��"�� � �!��  

##
� �#

��!

��

B��	��	����� �� ���� ��� ����������� ����������	� ���	����

##�#
��!

��
� �! � �"�� �!�'' 


�" ��������
��	 ����	� �� �	�
� �������

?��� ����
	� �����
�� �� �� ���������� �� �������� ����� �����
� 	� 
���� 	�	������ ��
��������	� �����
�� #���� �� ��� �
����	�� ���������� �������� 	�� ���� �� ��	� ���
���	�������� 
������ �������� 	�� ������	�� ��� 	 ������ ����� ���
����� ���� ������
����� �� �������	�� �� ����� �� ��������� ���� �����
� ����� ����	� ����������	� ���	�
����� �� 
���
�� ������	�� �� ����	��0� ��� �����
 ���	������


�"�� '
����
(��
�� �� ���	
���� �����
��� ��� ���		
������)��
���

C������� 	 �������	� �������� 1 � � �
 	� ����� �� *����� !�"'� ����
� ��	� �� ��
������	�� �� ����	�� �� ��� �������� �� ����� � �� ��� ����� ���� ����	���� ����� 
����� ��������	��� 	�� "��1��

*�� ��� �
	�� ������
	����� �" 	�� �1 	
��� ��� ����	���� ����� � ���

�" � 


�1 � �
�!�') 

Heat
Source

( )θ1 t
Heat
Sink
CT

Wall

θ2(t)

�
�� 
��� "��� �	��
��	 
�
����

���
�� �	������� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

�� ��� ����� 	� ��� ����	���� ����� ��

�1

�"

				
�

���� ��� 	������
	�� ����	� ���	�������� 
���
��

� � �1

�"

				
�


 �!�'- 

�
����
 ��2
#�� �����
��� ��	��	
 �� 	 ���� �� ����� �� *����� !�")� �� �	� 	 
	�� �� "' � "3) ��
	�� ��� ��������� �������� 	 ������ �� � ��
�� ��� 	����	� ��������  �� ��� ����������
� �	���� 	 �	��� �� ""3 � "3$ &�.�	�� #�� ��������	
�� ������	��� �� ����� 
� ���
���	�������� # � ��3

!� ����� �� �	� 	 �	��� �� "3�333 &�!.
!� @����
���� �����
�
	�� ������
	���� ������� ��� ����	� ����������	� ���	���� ���	���� ��� ����	�� �����
��� 	�� ��������� 	����	� ��������  �� ���� ��� ����	�� ����� �� -�' 
.��

������� 
?���	��0� ��������	
�� ������	��� ���	���� ��� 	� ����	���� ����� 3� �� -�' 
.��

# � ��3
!

�#

�3
� !��3

�#

�3

				
�

� !��3�

� ! � "3 333 � -�'

�#

�3

				
�

� � � "'3 333 &�.


Y

Ya

Y f x=  ( )

Approximate linear
relationship

∆X

∆Y

a

Xa X

�
�� 
�� �����	�#����� �� � ��������	 ���������

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

(���� ��� ����	� ���	�������� ��

# � �� �!�'1 

:���� &�����5� ������ �	� �� 
������
�
 � ��


� � # � �
��

��

�  � �� � �
��

��

�
��

��
� �� � �  �!�'2 

��
��������� �	���� �����

�"' � "3) 
��

��
� �"'3 � "3$ � � �""3 � "3$  �� �!�)3 

�
����
 ��4
�� *����� !�"- ��� �	�� �� �	��� �	� 	 �������������	� 	��	 .� 	�� ����� ���	��
���������� 
��� ��� ������� 	�� ������ �� 3� 	�� ��� ��	� �� /��

�	 :���� ����� ���������� ���� 	� ���������� ��� ��� ����	��0�� �	��� ������	��� #�

����� ��	� ���� ������� ��� �	��� ��

3 � .���












!�/

�
�

�����

3 � ����
����� ������	�� �
$.� 

.� � �	��� ���� 	��	 �
! 

�� � ����������� �� �����	���

� � 	������	���� ��� �� ��	���� �
.�! 

/ � ��	� 	����� ��� �	��� �
 

x v a, , x

R C V= v
2

m

T K n= .
n

�
�� 
��! �	������� ����	�� �� 
����

���
�� �	������� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

�
 �� ��� ���	�� �	��� �� ��� ��	� /� �� "�' 
� ��	� �� ��� �	��� ������	��� #� ����

.� � "' � "3�$ 
!

� � 2�1" 
.�!

�� � 3�)

�� �� ��� ������ ��� �����	��� 	� 	
���� �" ��������� 	� �����	�� �� ��	� 5 	�� 	�
�����	�� �� ������� �!� ���� ��� ����������	� ���	���� ���	���� �" 	�� �! ���� ���
�	�� �������������	� 	��	 . �� 3�-' 
!�

������� 

�	 *��� ������� ��� �	��� �� ����� 
�

3 � .���












!�/

�
���

�3

�/

				
�

� .����!� 
".! � 3�'(�".!

�

�3

�/

				
�

� .���











�

!/�

�
� �!

5

#�� ����	��0�� ���	�������� ��

5 � #��!

�����

#� � "

.���











!/�

�



�!�)" 

h

Ha

V va + 1

A

V va + 2

Rf

�
�� 
��" $�� ��� ����� 
�
����


	 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �	 � ���������� �������� ������

�
 ��������� �	���� �����

#� � "

"' � "3�$ � 3�)

















! � "�'

2�1"

�
#� � )"�%' �.
! �!�)! 

�� #	�� �C��������� +��	���� 

������ � =������ � .
�5

��

�3� � �" � �3� � �! � .
�5

��

�" � �! � .
�5

��
�!�)$ 

4	��� �?���	��0�� +��	���� 

5 � #��!

	��

�5

��
� #�

��!

��
�!�)% 

��
��������� ���	���� �!�)% ���� ���	���� �!�)$ 

�" � �! � .#�
��!

��

������

.#�
��!

��
� �! � �"�� �!�)' 

��������� �	���� �����

%)�32
��!

��
� �! � �"�� �!�)) 


�# ������� ���)	���

�
����
 ��6
� �������� �	��� �� ����� �� *����� !�"1� #�� ���� �	� 	� ��������	� ������	��� �� %��
	� ������	��� �� 3�) ( 	�� �������� 	� �������
	������ ����� ���� �� �� ��
�� ���
������� ��� � #�� �	��� �	� 	 
	�� �� 3�"!' �� 	�� ��� ����	� 
�	����� �������
	 ��������� ����� �� � ��
�� ��� �������� ��� � #�� �	���� �� �� 	�� � 	�� 3�% &.�
	�� 3�!' &�.
 ������������� @������ ��� ����������	� ���	����� ���	���� ��� ����	��
��� 	�� ������� ��� ��� ��� ��������	� �������� 	�� 	��� ��� ��� ������� ��� 	�� ��������
��� ��� ��� 
���	���	� ���
����� (���� ������ ��� ����	�� ����������	� ���	����
���	���� ��� ����� ����	�� ��� �� ��� ������ �������� ��� �

���
�� �	������� 
�



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

������� 

$
��

��
� #� � ��� 

�
��

��
� �� � ����� 

3�3-'
�!�

��!
� 3�)'

��

��
� � � 3�%��� 

�
����
 ���7
#�� �	���������� 
������ ����� �� *����� !�"2 �	� 	 ����� 
�
��� �� ������	 ��
23 ��
!� #�� ������� ���� ������� 	 
�
��� 	
��� ��� ����� 
	�� ������ ��
$)3 &
 ��� �	��	� �� ��� 	���� ��� � #�� ��� ��������	� ������� �����
 �� ������
��

� ��� ����������	� ���	����

3�!
��

��
� ��� � ��� 

����� ��� �� ��� ������� ����	�� @����
��� ��� ����������	� ���	���� ���	���� ���
������� ����	� ��� 	�� ��� ����� 	���� ��� �

������� 

�$�

��$
� '

�!�

��!
� !3��� 

u t( )

F tc( )

i t( )

v t( )

C

R L K, , c

�
�� 
��# �������� ������

θ( )t

β( )t

G

�
�� 
��$ ��
�	���������

����


� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

�
����
 ����
� �������	� ������ �� ��������� �� 	 
	�� �� 
�
��� �� ������	 � 	�� 	 ����� �	
���
���� �	
���� ����������� � 	�� ��������� �������� 	� ����� �� *����� !�!3� �� ���
	����	� �����	��
��� �� ��� ���� ��� �� ��� ������ �� ���� 	�� ��� 	����	� �����	���

��� �� ��� 
	�� 	�� �	
��� �� ���� � ���� ��� ����������	� ���	���� ���	���� ���� 	��
���� ����� ��	�

� � !�' �� 
!

� � "!�'&
 �.�	�

� � !'3 &
.�	�

������� 

!�'
�!��

��!
� "!�'

���

��
� !'3�� � !'3���� 

�
����
 ����
� ����� ���������� ���� 
���� �������� 	 ������ �
�� ����������	� �� ��� ����� �������
�� �� � #�� ���	���� �	��� �	�� 	 
�
��� �� ������	 � �� "�' �� 
! 	�� 	 �������
�	
���� ����������� � �� 3�' &
 �.�	��

/��� 	 ������� �� "�3 � �� �	���� ������� ��� ����� ����� ��� ��	�� ���	��� �������
���� �� 	 ���	�� ����� ���� �� ' �	�.��

�	 @����
��� ��� ����������	� ���	����� ���	���� �� �� 	�� ���� �
�
 /�	� �� ��� �	��� �� ��� ���� �����	�� ��� 	�� ����� ��	� �� ��� ������ ���������


� ��� 
���� ���� 	 ������� �� 3�' � ����� ������� ��� ����� ����9

������� 

�	 �
���

��
� C�� � ���� �� 

�
 �� � !�'&
.�� #
 � "�!' &


θi( )t θo( )t

K

I C

�
�� 
�
% $�	
����� 
�	������

������	 
�
����

���
�� �	������� 





������������	
�����
����������������������������� � �
 � ���������� �������� ������

�
����
 ���!
*����� !�!" ����� 	 �	����� ��������	� �������� @����
��� ��� ����������	� ���	����
���	���� �"�� 	�� �!�� �

������� 

#"�
��!

��
� #" � #!

#!

� �
�! � �"�� 

�
����
 ���&
� ������ ���� ����� �� ����������� �� ����
���� �	��� �� ��	��� 
� 	� ��������	���
����	��� �	� 
����� 	� ����� �� *����� !�!!� #�� �����
 �	��	
��� 	�� �����	��� 	��

�"�� � 
����� ����	���� ����	�� �4 

%��� � ��	� ����� �� ���� �/ 

���� � ������	� ���� ��
���	���� �> 

���� � ��
���	���� �� ������������ �> 

� � 
����� �����	�� � !333 /.4

## � ����
	� ������	��� �� �	��� � 3�' � "3�$ 
�� >.A

�# � ���� ����
	� �	�	���	��� � " � "3% A.>

*��� ��� ����������	� ���	���� ���	���� ���� � ���� 	�� ���� �

������� 

'
���

��
� �� � �"�� � ���� 

v t1( ) v t2( )

R1

R2

C

�
�� 
�
� ��

��� �% ���
�	 �

v ti( )
K

Burner

Oven

Q ti( )

θo( )t

CT

θs( )t

RT

�
�� 
�

 &	���� �����


� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

�

���� ������ ���	
���

�
� ������������

��� ������ �� 	��
� � ������
 
�
��� ��
����
 �� �� ������ �����

�� �
 � ���
����
�� ����� �
 
����� ��� ���� ��
���
�� ��� ��������
�� ���������� �� ���
 ��
���
� �
 
���
�� �� ���������� �� ��� ���� ������� ��� �
 �������� �� �
 ���� ������ �����
�
� �� �

��

���� �� 
������ ��� ���� ��
���
� �� � 
�
��� �� ��� �����	��� �
 ���	��

� ��� ������ �� ��� ������
�� �����

�� �
 � ���
���� �� ����

� ��� ���������
�� ����� �� ��� 
�
����

��� ���� ��
���
� �� ��� 
�
��� ��
 �	� 
��������
�

��� ��������� ���	
���� ���
 
�������� �� ��� ��
���
� 	��� ���� � 
����� 
�
����
��
��� �
����� �������������� �� ���� �
 ���� ��
���
�
� �� �
 � ���
���� ���� �� ���

�
��� ������

� ��� �
 ����������� �� ��� �����  ��������

��� �����
������ ���	
���� ���
 �
 ��� ��
���
� �� ��� 
�
��� ����� ��� ����
����

�������� ��
 ��
���� ��� �
 � ���
���� �� ���� ��� 
�
��� ������

 ��� ���
�����  ��������

Transient Period ( )x ti

Steady-State Error

Transient
Error

Steady-State Period

t

( )x to

( )x to

���
 �
� ��������� ��	 ����	
������ ����
	� 
� ���� ����
����



������������	
�����
����������������������������� � �	 � ���������� �������� ������

��� ����� ��
���
� �� ��� 
�
��� �
 ��	��
 ��� 
�� �� ��� ����
���� ��� 
�����!
����

��������
� "����� #�$ 
��	
 ��� ����
���� ��� 
�����!
���� ������
 �� ����
��
���
�� %�������
�
 ���	��� ��� ����� ���
���� ����� ��� ���
 
�
� � ���� ���
�����
��� 
�
��� ��
���
� ����� ��� 
����� ����
���� �����
 ������ ��� ����
���� ������� ���

�����!
���� �����
 ������ ��� 
�����!
���� ������� &�� �� ��� ��'�� ��'�
����
 ��

������ 
�
��� ��
��� �
 �� �������� ���
� �����
�

�
� ���	��� ����������

�� ����� �� 
������ ��� ���� ��
���
� �� � ������
 
�
���� �� �
 ��
�

��� �� 
����
��� ������������ � ������
 �
�
��� ���������
�� ������ ��� ����� �����
� ����� ���
� ������ �� �������
�� ��� ������
�� ��
��� ��
 ��������� �� �� ���
� ��� ��� ���
�������� �� 
������ ��������
 �
 ��� �
� �� ��� (����
� ����
�����
���
 ��
��� �� ����
����
 ��� ������� ���� ��� ���� ��� �� ������ �� ��� (����
�

��� �� ������� ��� ��������� �� ����� ���
 �
 ���� 
������ ���� ������ ������������
� ������
 ��
��� ���������� 
����� � ������ ��������
 � ������
� )��� � 
�������

������� �
 ������� ��� �� �
 �����
� ����
������ ��
� �� ��� ���� ������� ��� ���
�


�
 
��	� �� "����� #�*�
��� (����
� ����
���� �� � ���
���� �� ���� ���� �
 ����� �� ��� ��������

�+ � ���, �
� �

-

� ��������� � ���� �#�$�

	���� � �
 � 
������ �������� � � '� ��� �
 
����� ��� (����
� ���������

Laplace
Transform

Inverse
Laplace
Transform

L [ ( )] = ( )f t F s L
–1

[ ( )] = ( )F s f t

s F sDomain ( )
Algebraic
equations

Time Domain ( )f t
Differential
equations

���
 �
� ��� ������� ������
�� ��
�����

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �
 � ���������� �������� ������

�
�
� ���	��� ���������� �� ������ ���������

����	�� ���
� ��� � $ �
����� � ���� 
��� ���
������

�
����
�
"��� � ������ �#�$�

�+ � ���, � ���� �
� �

-

$������

� � $

�
������

� ��
-

� � $

�
�-� $�

� �
� $

�
�#�*�

����	�� ���

� ��� � ����

�+ � ���, � ���� �
� �

-

����������

�
� �

-

����������

� � $

�� �
����������

� ��
-

� � $

�� �
�-� $�

� �

� $

�� �
�#�#�

����� #�$ ����
 ������� (����
� ����
����
 �� 
����� ���
����
 �
����� (����
�
����
���� ����
��

�
�
� ���������� �� ��� ���	��� ���������

��� %���������
� ��� (����
� ����
���� �� � ���� ���������� �


��

���
� ��� � ������� � �-����$ � � ��-����* � � � � �#�.�

	���� ��-�� � ��-� ��� ��� ������� 
��������
� �� ��� �����
 �� � ���� �/�� � ��� ��
� �� � � -
��� (��������

�+ �$���� �*���, � �$���� �*��� �#�0�

���� �	���� �������� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

����� ��� 1����� (����
� ����
���� ����


���� ������
� � ��� ��	���� ������
�� �+ � ���, � ����

$ ���� �����
� ���� $

* ���� 
��� $ $/�

# ���� ���� � $/�*

. ��
��

���$

0 ���� $

��� ��

2 $� ���� �

���� ��

3 
����
�

�* � �*

4 
�
��
�

�* � �*

5 ���� 
����
�

��� ��* � �*

$- �����
�
��� �

�

�����

�

��� ��* � �*

�
� 1��
���� ��������
�����

�+�� ���, � ����� �#�2�

��� 6��� 
���� �������

�+ � ��� ��, � �������� ��� � � - �#�3�

��� 1���������� ��������

� �

-

�$����*��� ���� � �$����*��� �#�4�

��� ������� ����� �������

� �-� � ���
�	-

+ � ���, � ���
�	� +�����, �#�5�

��� "���� ����� �������

� ��� � ���
�	� + � ���, � ���

�	-
+�����, �#�$-�

�
�
� ������� ��������������

��� �����
� ����
���� �� � ���
���� �� � �
 ����� �� ��� ��������

� ��� � ��$+����, � $

*�'

� ��'�

��'�
��������� �#�$$�

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

�� ���
��
�� �����
� ����
��������� �
 ��
� ��
��� �
������ �� �
��� ������� ���
����

�� ����� ��	� 
�������
 ���� 
������� 
��������
� ��� ���� �
� �����
 �� (����
�
����
���� ����
� �
 ����� �� ����� #�$�

�
�
� ������ ������	 �������� ����������

��� "�
����� ����


�

���� ��
� �

�
� �

��� ��
�#�$*�

���� 6������� ����


�

�*��� ��
� �

�
� �

�*
� �

��� ��
�#�$#�

����� 7�
���!����� ���� ����
 � * � .���

�

����* �  �� ��
� �

���� ����� ��
� �

�
� �

��� ��
� �

��� ��

���� 7�
���!����� 
������ ����
 � * � .���

�

����* �  �� ��
� �

�
� ��� �

��* �  �� �

1��������� ��� 
 ���� ����


�

�
� ��� �

��� 	�* � �*
�#�$.�

!
��� �� ����� ��� ���� ��� 
�����
���� � �
 �
����� ��
����� �� � ����� ������

�
� �������� ���������

8 ����
��� ���
���� �
 ��� (����
� ����
���� �� � ������������ � ������ 	��� ����
������� 
��������
� �� �
 � ���� ��
� 	�� �� ����
���� ���� ��� ���� �� ��� � �������
��� � ��	����� ���� ��� ��� 
������ ���������

����	�� ���
"��� ��� (����
� ����
���� �� ��� �����	��� ������������ � ������ ������

��� ������� 
��������
 �� � .� ���/�� � #
��� ���� ������� 
��������


�*��
��*

� #
���
��

� *�� � 0

���� �	���� �������� ��



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ���������� �������� ������

�
����
�
��� "�������# ������� �
�����
��� ���� (����
� ����
����
 �� ������ �#�.�� ����� #�$��

��*$����� .�� #�� #��$����� .�� *$���� � 0

�

�*$����� #�$����� *$���� � 0

�
� .�� #� $*

��* � #�� *�$���� � 0� .�* � $0�

�

$���� � .�* � $0�� 0

���* � #�� *�
�#�$0�

��� %��
 ������� �
�����
��
8� � � -� �� � -� ���/�� � -�
���� (����
� ����
����


�*$����� #�$����� *$���� � 0

�

$���� � 0

���* � #�� *�
�#�$2�

9������ #�#��� �
 ��
��� 
����� �
��� ����
��� ���
����
� "����� #�# 
��	
 ��� �������
������
�� �� "����� #�#

� $���� �
 ��� (����
� ����
���� �� ��� ����� ���
�����

� $���� �
 ��� (����
� ����
���� �� ��� ������ ���
����� �� 
�
��� ��
���
��

� &��� �
 ��� ����
��� ���
����� ���� ��� (����
� ����
���� �� ��� ������������ � ������
��� ���� ������� 
��������
�

��� 
������� �
 ��������� ����� ��

$���� � &���$���� �#�$3�

���
� ��� � ������� 
�
���!����� ����
��� ���
����

�
�*��
��*

�  
���
��

� ��� � ������

���* �  �� ��$���� � �$����

:��
�

$���� � �

��* �  �� �

� �
$���� �#�$4�

( )X si

( )G s
( )X so

���
 �
� ��� �������� ������
� ����
����

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ���������� �������� ������

1�������� � ������
 �#�$3� ��� �#�$4�� ��� ����
��� ���
���� &��� �


&��� � �

��* �  �� �
�#�$5�

	��
�� �
��� ��� ���� 
��	� �� "����� #�#� 
�� �� �����

�� �
 
��	� �� "����� #�.�
6�������� �� 9������ #�#���� ��� 
�������� �
��� ��� ����
��� ���
���� ������
� �



��	� �� "����� #�0� "��� "����� #�0

$���� � 0

���* � #�� *�
�#�*-�

	��
� �
 ��� 
��� �
 � ������ �#�$2��

�
� ������ ���� ������ ����� ���������

�
�
� ��� ����	�� ��������

8� �����
� �
 � ���
� 	��� � 	������ 	 - �
 
��	� �� "����� #�2� ��� 
������� �� ��
�����
� �
 ��
 ���� �� 	����

� � ������ '
��� �#�*$�

��� (����
� ����
���� �� �� �����
� ���
���� �
 � ��� �� ��� ���� �� ��� ���
�����
��� �����
� ���
���� 	��
� ���� �
 ����� �
 
����� � ���� �����
� �����

�
�
� ��� ���� ��������

8 
��� ���
���� �
 ��

����� �
 ����� � �; $���� � �/� ��� � � - �"����� #�3�� "�� � ����

��� ���
���� ����� � $; $���� � $/�� ���
 �
 
�������
 �������� �� �
 � <
��
����
��
�����= ������

X si( ) K X so( )

as bs c
2
+ +

���
 �
� ������� ���
�	�
�	�� �������� ������
��

X s si( )= 5/ 1

s s
2
+3 +2

Xo( )s

���
 �
 ������� ������ ��������	 �� � �������� ������
��

���� �	���� �������� ��



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ���������� �������� ������

�
�
� ��� ���� ��������

8 ���� ���
���� �
 ��

����� �
 ����� � (�; $���� � (/�* ��� � � - �"����� #�4�� "�� �
���� ���� ���
���� ����� � �; $���� � $/�*� ���
 �
 
�������
 �������� �� �
 � <
��
����
����
���= ������

�
�
� ��� ����!�	�� ��������

8 ��������
 ���
���� �
 ��

����� �
 ����� � ��*; $���� � *�/�# ��� � � - �"����� #�5��
"�� � ���� ��������
 ���
���� ����� � �*; $���� � */�#� ���
 �
 
�������
 �������� �� �

� <
��
���� �

���������= ������

Impulse
( )x ti

Pulse

h

t

∆t

���
 �
" ��� ������� ������
��

B

t

x ti( )

���
 �
# ��� ���� ������
��

�	 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ���������� �������� ������

�
 ���� ������ �������� �� �����$����� �
�����

�
 
� %������� ����

1��
���� � ���
�!����� ������������ � ������

�
���
��

�  �� � ������ �#�**�

���� (����
� ����
����
� ���� ������� 
��������


��$�����  $���� � �$����

����  �$���� � �$����

x ti( )

Q

t

���
 �
& ��� ���� ������
��

xi( )t

t

���
 �
' ��� �����
��� ������
��

���� �	���� �������� ��



������������	
�����
����������������������������� � 

 � ���������� �������� ������

��� ����
��� ���
���� �


&��� � $�

$�
��� � �

���  

�� ������ ��� 
������� ����� ������ ��  

&��� �
�
 

$� �
 �

	��
� �
 	������

&��� � �

$� ��
�#�*#�

9 ������ �#�*#� �
 ��� 
������� ���� �� ����
��� ���
���� ��� � ���
�!����� 
�
����
	���� � � 
�����!
���� ���� 
��
���� ��� � � ���� 
��
���� �
�
���
��

�
 
� ����	�� �������� �� �����$����� �
�����

����	�� ��) �7�� ��
� 8������� $� ����	�)���
"��� �� �����

��� ��� ��� ��
���
� �� � ���
�!����� 
�
��� �� �� �����
� ���
���� ��
���� ��

�
����
�
"��� "����� #�$-

$���� � ��

$� ��
� ��
�

�� $
�� � �#�*.�

��

$���� � ��

�

$

��� ��

� �
�#�*0�

9 ������ �#�*0� �
 �� ��� ���� ����� �� (����
� ����
���� ���� 0� ����� #�$� 
� ���
�����
� ����
���� ��
���


����� � ��

�
���� � ��

�
���
� �#�*2�

��� �����
� ��
���
� ���
����� � ������ �#�*2� �
 
��	� �� "����� #�$$�

X s Ai( )= ( )X soK
1+Ts

���
 �
�( ������� ����
��� 
� � ������
�	�� �
�����

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ���������� �������� ������

�
 
� %��� �������� �� �����$����� �
�����

����	�� ��* �7�� ��
� 8������� $� ����	�*���
"��� �� �����

��� ��� ��� ��
���
� �� � ���
�!����� 
�
��� �� � 
��� ���
���� ��
������ ��

�
����
�
"��� "����� #�$*

$���� � ��

��$� ���
� ��

$
�

� �� $
�� �
� �

�#�*3�

9 ������ �#�*3� �
 �� ��� ���� ����� �� (����
� ����
���� ���� 2 ����� #�$� 
� ���
�����
� ����
���� ��
���


����� � �� $� ���
�
� 	

�#�*4�

�� � � $ ����� 
���� ��� � � $ ������ ����� ����

����� � $� ���
�
� 	

�#�*5�

)��� ���� � �
 �����

�� �
 � ����� �� ���� 
��
���� �� ���� ����� #�* ��� "����� #�$#

�� �� 
��
���
����

����� ��	 >��� 
��� ��
���
� �� � ���
�!����� 
�
���

�/� - -�*0 -�0 -�30 $ $�0 * *�0 # .
����� - -�**$ -�#5# -�0*3 -�2#* -�33- -�420 -�5*- -�50- -�54-

xo( )t

AK
T

t

���
 �
�� ����
��� 
� � ������
�	�� �
���� �
 �� ������� ������
� 
� ���� ��

���� �	���� �������� �




������������	
�����
����������������������������� � 
	 � ���������� �������� ������

�
 
� )����������	 ������������� �� �
���� ���� ��������
����� ���� ��������

+��'
� 
��� ��� 
�
��� ���� 
��
���� �
 ��� ���� ��� 
�
��� ����
 �� ���
� 2#�*? ��
��
 ����� ����� �
�� ����� #�*��

+��'
� �,
� ��� 
�
��� ���� 
��
���� �
 ��� �����
�
���� �� ��� 
���� �� � � - 	���
��� ����� ����� ���� �
�� "����� #�$#� 
��
�

����� � $� ���
�

���
��

� -� � $

�

� �
���
� � $

�
���
� �#�#-�

���
��


��- �
$

�
�� � � - �#�#$�

���
 ��
� ������
 �� ��� ����� �������� 
�� "����� #�$#�

Xi( )= /s B s Xo( )sK
1+Ts

���
 �
�� ���� ����
��� 
� � ������
�	�� �
�����

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

x
t

o(
 )

Number of Time Constants

T T

���
 �
��  ��� ���� ����
��� 
� � ������
�	�� �
�����

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 

 � ���������� �������� ������

�
 
 *��� �������� �� �����$����� �
�����

����	�� ��-
"��� �� �����

��� ��� ��� ��
���
� �� � ���
�!����� 
�
��� �� � ���� ���
���� ��

���� @�

�
����
�
"��� "����� #�$.

$���� � (�

�*�$� ���
� (�
�

�*��� $
� �
� �

�
� �

�*
� �

��� $
� �
�#�#*�

�7�� ������� ���
���� �����
��� � ������ �#�$#��� A���������� ���� 
���
 ��
�*��� $/��� 	� ���

(�

�
� �� �� $

�

� �
� � �� $

�

� �
� ��*

����
(�

�
� ��* � �

�
�� ��� �

�
� ��* �#�##�

9 ������ 
�����
����
 �� ���� 
���
 �� � ������ �#�##�

��*� � - � 8� 1 �#�#.�

��$� � - � 8

�
� B �#�#0�

��-� �
@C

�
� B

�
�#�#2�

"��� �#�#.�

� � ��

"��� �#�#2�

� � (�

7��
�������� ���� �#�#0�

� � �(��

:��
� ���� �#�#.�

� � (��

K
1+Ts

X s Q si( )= / 2 X so( )

���
 �
�� ���� ����
��� 
� � ������
�	�� �
���� ���� ���
 !�"��� #$�$��

���� �	���� �������� ��



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ���������� �������� ������

��
������ �����
 �� �� � ��� � ���� �#�#*�

$���� � �(��

�
�(�

�*
� (��

��� $
��
�#�#3�

�����
� ����
����� ��� ��
��� ��� �(

����� � �( �� � � ����
�
� 	

�#�#4�

�� ( � $ ����� ����� ��� � � $ ������ ����� ����

����� � �� � � ����
� �#�#5�

��� ���
� ���� �� � ������ �#�#5� �����
���
 ��� �����  �������� ��� 
�
��� �
 ���

�����!
���� ����� ��� ��� ����� �
 ��� ����
���� 
��������� )��� ���� � �
 �����

��
�
 � ����� �� ���� 
��
���� �� ���� ����� #�# ��� "����� #�$0 
�� �� 
��
���
���� ��
"����� #�$0 ��� ��
���
� ����� ��� ���� ���
 ���	��� ��� ����� ��� ������� �� ���

�����!
����� �
 ��� ���� 
��
�����

����� ��� >��� ���� ��
���
� �� � ���
�!����� 
�
���

�/� - $ * # . 0 2 3
�����/� - $ * # . 0 2 3
�����/� - -�#24 $�$#0 *�-0 #�-$4 .�--3 0 2

8

7

6

5

4

3

2

1

0
0 1 2 3 4 5

x
t

T
o(

 )
 ×

 (
1/

)

Number of Time Constants

6 7

���
 �
�  ��� ���� ����
��� 
� � ������
�	�� �
�����

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ���������� �������� ������

�
" ���� ������ �������� �� ������$����� �
�����

�
"
� %������� ����

1��
���� � 
�
���!����� ������������ � ������

�
�*��
��*

�  
���
��

� ��� � ������ �#�.-�

���� (����
� ����
����
� ���� ������� 
��������


��*$�����  �$����� �$���� � �$����

���* �  �� ��$���� � �$���� �#�.$�

��� ����
��� ���
���� �


&��� � $�

$�
��� � �

��* �  �� �

�� ������ ��� 
������� ����� ������ �� �

&��� �
�
�

�
� �

* �  
� �� $

	��
� �
 	������ �


&��� � �
$
�*�
�* � *�

��
�� $

�#�.*�

���
 
�� ��
� �� ���������� �� ���� ��� �* 
�����
���� ������ ����

&��� � ��*�
�* � *����� �*�

�#�.#�

9 ������
 �#�.*� ��� �#�.#� ��� ��� 
������� ����
 �� ����
��� ���
����
 ��� � 
�
���!
����� 
�
���� 	���� � � 
�����!
���� ���� 
��
����� �� � �������� �������
��� ���
� ����/
� ��� � � ������� ������ ��� ������� �� ��� ���������
 �� ��� �
��� ��������� �� 
�
����
 #�2�. ��� #�2�#�

�
"
� *���� �� ��� �������������� �+������ ��� �����
��	��������� �� ������� �� ������$����� �
�����

8
 ��

�

�� �� 7�
���� #�$� ��� ����
���� ��
���
� �� � 
�
��� �
 ����������� �� ���
������ ���
 ��� ����
���� ��
���
� �����
�
� ��� 
�
��� ����� 
�� �� 
��
������ �� ��
����� ��� � ������ �#�.$� 
�� �� 	������ �


���* �  �� ��$���� � -

�� $���� �� -� ����

��* �  �� � � - �#�..�

���� �	���� �������� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

����� ��
 ����
���� ��������� �� � 
�
���!����� 
�
���

.����������� /

�� ��������� ���	
��� �
	�

 * � .�� �$ ��� �* ����
��� ��� ���
�����

&���������
����
����
6�
���
�

 * � .�� �$ ��� �* ����
��� � ���
�����

1����
����
%����� ����
����
6�
���
�

 * � .�� �$ ��� �* 
������

��'����� �� ���
����� �$� �* � ��� '�

>����������
����
����
6�
���
�

���
 ���������� �� � �
 
����� ��� �'������������ �0����
� ��� ��
 ����
 	��� ���������
��� 
�
��� ����
���� ��
���
�� ����� �����
 ���

�$� �* � � �



















 * � .��

�

*�
�#�.0�

��� ���� � * � .���� 
����� ��� ��

��������� ��� �� ��
������ ���� �� �������� 	��
�
	��� ���� ��� ����
 ���� ��� ��� ���� ���� ��� � ��� �� 
������� ���
 ����
 ��
� �� ���
����� ��������� ����
 �� ����
���� ��
���
� ��

����� �� ����� #�.�
��� ����
���� ��
���
� �� � 
�
���!����� 
�
��� �
 ����� �� ��� ������� 
�������

����� � ���$� � ���*� �#�.2�

���
 ����
 � 
��� ��
���
� ���
���� �� ��� ���� 
��	� �� "����� #�$2�

x to( )
Underdamping ( and complex)s s1 2

Critical damping
( and real and equal)s s1 2

Overdamping
( and real and unequal)s s1 2

t

���
 �
�" ������ ���� �

�� 
� ��� �������������� �%����
� ��&� 
� ��� 	�����" 
� � ���
�	�
�	�� �
�����


� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

�
"
� �������	 ������� ��� ������� �����

�������� ��	
���
)��� ��� ������� 
�����
���� � �� � 
�
���!����� 
�
��� ��
 ��
 
����
�� ����� �
� ���

�
���� 	��� ��
������� 	��� ���
� ��
 
�����!
���� ����� �� ��� ������� ���� 	������
����
����� 8
 ����
���� �� ����� #�.� ���
 �
 	��� ��� ����
 �� ��� 1����
����
��

9 ������ ���� � ��� �������� ���� ����
�


�	
��� ����� �
��� ����� �� ��� ������� 
�����
���� � �� � 
�
���!����� 
�
��� 
������� 	��� ���
����� �� ��� ������� 
�����
���� �
 �� ����� ��� 
����
�� ������� �
 
����� ���
%������ 6���� � �D����� :��
�

� � �

�

�#�.3�

���


� � - E� �������

� � $ >�����������

� � $ 1����
�� �������

� � $ &����������

����	�� ��1
"��� ��� ����� �� ��� 
����
�� ������� 
�����
���� �
 �� ����
 �� � ��� � ��� ���

�����F��

F������ 
�
��� 
��	� �� "����� #�$3�

C

K

F t( )

x to( )

(a)
Lumped Parameter Diagram

m

F t( )

(b)
Free-Body Diagram

m

CxoKxo

x to( )

xo( )t
ve+

1o( )t

���
 �
�# �����"'����'	����� �
�����

���� �	���� �������� 
�



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

�
����
�
"��� E�	���=
 
�
��� ��	 �

�� � ����

"��� ��� ����!���� �������

����� ������� � ������ � ������� �#�.4�

������ (����
� ����
����
� ���� ������� 
��������


����� �$����� ��$���� � ��*$����

��

���* � ��� ��$���� � ���� �#�.5�

1����
����
��
 9 ������ �


��* � ��� � � -

���� �* � �

�
� �

�
� -

��� ��� ����
 ���

�$� �* � $

*

1

�
�


























�

�

� �*

�.�
�

�
�
�

��
� �#�0-�

"�� 
����
�� �������� ��� ��

�������� �
 ����� ���
� ��� ����
 ��
���

�$ � �* � � �


*�

8�
�� ��� 
����
�� �������

�*



�*
� .�

�

�*

 �

.��*

�

������

�
 � *









��

�
�#�0$�

�
"
� ,�����	�-�� ������$����� �
���� �������� �� � ���� ����
�����

1��
���� � 
�
���!����� 
�
��� 	��
� 
�����!
���� ���� �
 �� �������� �������
��� ���
� �
 �� ��� 	��
� ������� ����� �
 �� 	���� � � $� "�� � ���� 
��� ������ ���
���
� ������� �
 �
 
��	� �� "����� #�$4� "��� "����� #�$4

$���� � ��*�
���* � *����� �*��

�#�0*�


	 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ������

9�������� � ������ �#�0*� �
��� ������� ���
����


$���� � �

�
� ��� �

��* � *����� �*��
�#�0#�

9 ������ �#�0*� ��� �#�0#� ��� �������� �� � �* � *����� �*�
� �

��*� � � �* � *����� �*�
� �� ��* � ��

9 ������ 
�����
����


��*� � - � �� �

��$� � - � *����� �

��-� � ��*� � �*��

������

� � �� � � �� ��� � � �*����
7��
�������� ��
� ���� � ������ �#�0#�

$���� � �
$

�
� �� *���

�* � *����� �*�

� �� �

1��������� ��� 
 ����

$���� � �
$

�
� �� *���

��� ����
* � �*� � �*�*�

� �� �

� �
$

�
� �� *���

��� ����
* � ��















$� �*

�� 	*

��
��

���
��

�
��

�
� �#�0.�

��� ����
 �� ��� ���
���
 G H 
�� �� 	������ �� ��� 
������� ����
 $- ��� 5 ��
����� #�$�

���� �$� � ��

��� ����
* � ��















$� �*

�� 	*

���� �*� � � *���

��














$� �*

�
� �

��














$� �*

�
�* � ���� �*� ��















$� �*

�� 	*

��
��

���
��

X s si ( ) =1/ Xo( )sKωn
2

s s s
2 2+2 +ζω ωn n

���
 �
�& ���� ����
��� 
� � "�������(�	 ���
�	�
�	�� �
���� �
� � � $�

���� �	���� �������� 
�



������������	
�����
����������������������������� � �
 � ���������� �������� ������

�����
� ����
����

����� � � $� ������ 
�
 ��














$� �*

�� 	
�� ���

��














$� �*

� 
�� ��














$� �*

�� 	
�

! "� ��

� *�













$� �*

�
� �

������ 
�� ��














$� �*

�� 	
�

� 	# $�
�#�00�

9 ������ �#�00� 
�� �� 
��������� �� ����

����� � � $� ������ 
�
 ��














$� �*

�� 	
�� �














$� �*
�

! "

�� ��















$� �*

�� 	
�

�� ��
�#�02�

)��� � � -

����� � � +$� �-�
�
���� -�,
� � +$� 
�
���, �#�03�

"��� � ������ �#�03� �� 
�� �� 
��� ���� 	��� ����� �
 �� �������� � 
��� ����� 	���

��
� ��� 
�
��� �� �

������ 
��������
�� �� �� ����/
��


�	
�� ������� ��������� ��

"��� � ������ �#�02�� 	��� - � � � $� ��� ��� ���
� �� ����
���� �

�������� �

����� ��

�� � ��














$� �*

�
�#�04�

	���� �� �
 
����� ��� ������ ������� ��� ���
�� :��
� � ������ �#�02� 
�� ��
	������ �


����� � � $� ������ 
�
���� �













$� �*

�
! "


�����

� �� �
�#�05�

� � $� ������













$� �*

� 
�� ����� ��

� �
�#�2-�

	����

���� �














$� �*

�
�

�#�2$�

)��� � � $� ��� ���� 
��� ��
���
� �


����� � � +$� ������$� ����, �#�2*�

��� 	��� � � $� ��� ���� 
��� ��
���
� ���� � ������ �#�.2� �
 ����� ��

������� $� $

*
� �

*














�* � $

�
! "

� ���









�*�$

�� �
���

��

� $

*
� �

*














�* � $

�
! "

� ���









�*�$

�� �
���

��
�#�2#�


� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ��� ��

��� ����������� 
�
���!����� 
�
��� ��
���
� �� � ���� 
��� ����� �
 
��	� �� "�����
#�$5 ��� ��� 
�������� � � $ �
�� ��
� 8������� $� ���2
������

�
# %��� �������� ���	
��� ��� �����������
�������������

�
#
� %��� �������� ���	
���

�� �
 ��

���� �� �������� ��� ���������
�� ����� �� �� ����������� 
�
���!�����

�
��� ���� ��
 
��� ��
���
� ���
�����
1��
���� � �����!���� �� � $� 
�
���!����� ����������� 
�
��� ��
������� ��

�� ����� �� ��� ����

����� � � �#�2.�

��� ��
������ ������ ����� 	���� �� �
 
��	� �� "����� #�*-� ����� ��� �	� ������

��� 
��
������� ��� ������� ������

+��'
� 3�4� I��
������ &���
���� �� ���
� ����

?&���
���� � �$
�


 $-- �#�20�

E�	

�$ � ��������
*�

1.6

1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5 11 11.5 12 12.5 13 13.5 14 14.5

ζ = 0.2

ζ = 0.4

ζ = 0.6

ζ = 0.8

ζ = 1.0

ζ = 2.0

ωnt (rad)

x
t

o(
 )

���
 �
�'  ��� ���� ����
��� 
� � ���
�	�
�	�� �
�����

���� �	���� �������� 





������������	
�����
����������������������������� � �	 � ���������� �������� ��� ��

���
�

?&���
���� � ��������
*�

B

 $-- �#�22�

7��
� ��� ��� ���
� �� ����
���� �

�������� �
 ��� �����

� � *�

��

� *�

��














$� �*

� �#�23�

7��
�������� �#�23� ���� �#�22�

?&���
���� � ��*����
*��









$��*

�

 $--

?&���
���� � ����










$��*

�
�#�24�

+��'
� 3 4� (���������
 ��
������� 1��
���� ��� ����� �� 
�

�

��� ����
 �$ ��� �*

�$ � ��������
*� �#�25�

�* � �������#�
*� �#�3-�

:��
�

�$
�*

� �������
*�

������#�
*�
� ��������
*������#�
*��

� ����� � �*��










$��*

�
�#�3$�

x to( )

(with reference to final value)B

a1
a2

B

τ/2 τ t

Be
–ζωnt

���
 �
�( ���� ����
��� ����
����


� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �
 � ���������� �������� ��� ��

9 ������ �#�3$� 
�� ���� �� �
�� �� ��� ������� �
 ����� ��� ����� �
 ���� ���� ���
����
����� 9 ������ �#�23� 
�� ��	 �� �������� �� 
��
����� ��� �������� �������
��� ���
�

�� � *�

�














$� �*

� �#�3*�

�
#
� %��� �������� ����������� �������������

��� ����� ���������
 
��	� �� "����� #�*$ ��� �
�� �� 
��
��� ���������
� �� ���
���� �������

��� /��� ���� ��� ��� 
�����
� ���� �� �
����� ��� ����� �� 
�����!
���� ������ ��� ���
���
� ����� ���
 
�� �� $--? ��
� ���� �
 
��	�� �� ��� ���� ����� ��� �������
���� $-? �� 5-? �� ��� ����� ������ ���
 ����	��� ��� ���!����
���� ��
���
��

��� 56���'

�� ��� ��������
��� ���	��� ��� ���
������ ����
���� ��� �������
����� �
 ����� �� � ������ �#�24�� "�� � 
������ 
�
��� �� ����
���� �� ���	���
- ��� $-? �$ � � � -�2� �
 ��������� �

��������

�
� �������# ���� �
� ���
 �
 ��� ���� ��� ��� 
�
��� ������ �� 
����� ��	� �� 	����� �
�������
� ���� �� ��� ����� ������ �������� ���	��� �* �� 0?�

>
��� *? ������ ���� "����� #�*$

-�-*� � �������


������

0- � �����


Be–ζωnt

(with reference to final value)

Overshoot

x to( )

B

Rise

Time tr
Settling Time ts

2 or 5% of B–+

t

���
 �
�� ���� ����
��� ����
������ �����������
��

���� �	���� �������� 
�



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ��� ��

���� ������� ���


�� 0- � ����


������

�
 � $

���

� �
�� 0- �#�3#�

��� ���� �$/���� �
 
�������
 
����� ��� � �������� ���� 
��
���� �
 ��� � 
�
���!
����� 
�
���� E��� ���� �� 0- �*? �������
�� �
 #�5� ��� �� *- �0? �������
�� �
 #�-�
���
 ��� ����
���� ������ ��� ���� ���
� ��� 
�
���!����� 
�
���
 �
 ����� ����
 ���
���� 
��
���� �� 	����� � 0? �������
� ����� �� ���� ����
 ��� ���� 
��
���� ��
	����� � *? �������
� ����� � �
���� ����!��!������

�
& *������� �� ������$����� �
�����

����
��� ���
���� ��
��� ��
 
�� �� �
�� �� 
��
����� ��� ���� ��
���
� �� ������!
����� 
�
���
�

����	�� ��7 �7�� ��
� 8������� $� ����	�7���
"����� #�** 
��	
� �� ���
� ������� ����� ��� ����
��� ���
����
 ��� � ��
�
���
�
����������� ��� � ����� 
����
��� ��������� ��� ����� ����� �
 ����������� ��� ���
������ ����� �
 ����� ��
������ "��� �� �����

��� ��� ��� ���� 
��� ��
���
� ���
����
	��� ����� ��� ���� ������� 
��������
�

�
����
�
"��� "����� #�**

$���� � *0

��$� *����* � �� *0�
�#�3.�

� $*�0

���� -�0���* � �� *0�
�#�30�

� �

�
� �

��� -�0�
� ���.

��� -�0�* � �.�53�*
�#�32�

Resistance Thermometer Valve

X s si( )=1/ X so( )1
1 + 2s

25
s s2 + + 25

���
 �
�� )�
�* 	��"��� ������������
� 
� � ���������� �����
����� ��	 &��&��


� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ���������� �������� ��� ��

E��� ���� ��� 
�
���!����� ���� �� � ������ �#�32� ��
 ��� ��� <
 ����= 
��������

��
� ��
 ����
 ��� 
������ � * � .���� 9 ���� � ������
 �#�30� ��� �#�32� ��� �����!
��� ���� 
���
 �� ���� -�0���* � �� *0��

$*�0 � ��# � $�0�* � *0�0�� $*�0��� ��# � �* � *0���

� ��# � -�0�*�� � ��* � -�0��.
�#�33�

9 ������ 
�����
����


��#� � - � �� �� �

��*� � - � $�0�� �� -�0� �.

��$� � - � *0�0�� *0�� -�0.

��-� � $*�0 � $*�0�

7������ ��� ���� 
����������
 � ������


� � $� � � �$�-$� � � -�-$� . � �-�0
7��
�������� ��
� ���� � ������ �#�32� ����


$���� � $

�
� $�-$

��� -�0�
� -�-$�� -�0

��� -�0�* � �.�53�*
�#�34�

�����
� ����
����

����� � $� $�-$��-�0� � -�-$��-�0��$-�$2 
�� .�53�� 
�
 .�53�� �#�35�

9 ������ �#�35� 
��	
 ���� ��� �����!����� ����
���� ��
���
� 
������
 ���� ���
�!
����� ��� 
�
���!����� �������
 	��
� ���� 
��
����
 ��� � �������� ���� 
��
����

��� * 
�
���
� ���� � ����
���� ������ �� ����� 4 
�
���
� ��� 
�
���!����� �������
��
 � ����������� �������� 
��� ����� ��� � ������ ������� ��� ���
� �� .�53 ���/
�
��� ���� ��
���
� �
 
��	� �� "����� #�*#�

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x
t

0(
 )

Time (s)

���
 �
�� ���� ����
��� 
� ����	�
�	�� �
�����

���� �	���� �������� 
�



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ���������� �������� ��� ��

�
' ������� ���!	���

����	�� ��8
8 
��� ��
 � ��

 � ��� � ��
�
���
� � ����
 ��� ���	��� ����
��� ����� �� ��� ����
�
���� ��� ��������� �
 � ����
 ��
 ������� ����
��� ����� ����������

��� ��� ���
�!����� ������������ � ������ ��� ���
� ��� ����
��� ���
���� �������� 9���
��� �����

)��� ��� ��

�� ��
 ��� ���������
� � � $4 ---
 $-# ��� � � $0- ---E
/�� ���
� � 52 ---E
/���� �����

��� ��� ���� 
��
�����
�
� �� �����

��� ��� ��� ���� ��
���
� �� ��� 
��� 	��� ����� �
 � 
��� 
����� �� ����

���� - �� $*�0 ���/
� 8

��� ���� ��� ��

�� �
 ��������� �� ��
��
��� )��� �
 ��� ���	��� ����
��� �����

��� ��� ������
���� ��� ������
�

�
����
�

��� ����
���� �� � �����

9

�
��� � �
�

$� ��
���

��� $*- 
�
���

�
� ���� � 4�$� ��-�--4##��
��� ��� #�$.4�/


���� 3�5.2�/


����	�� ���:

��� %�������� ��� ����
��� ���
���� �������� ;*��� ��� ;$��� ��� ��� ��

��� ���
���
��
���	��� 
��	� �� "����� #�*.�

��� )��� � � * �" ��� /$ � /* � $A�� ��������� ��� 
�����!
���� ���� � ���
���� 
��
���� ��

�
� "��� �� �����

��� ��� ��� ���� 
��� ��
���
��

v t1( )

R1

C
R2 v t2( )

���
 �
�� +����&� ���������� ���,
�*�

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ���������� �������� ��� ��

�
����
�

���
;*

;$
��� � /*
/$ � /*

$� /$/*�
/$ � /*� ��
��� -�0

$�- 
�
���

�
� 6���� � -�0�$� ����

����	�� ����
%�������� ��� �����
 �� �� ��� � ��� ��
� �����

���
 ��� ��� ���� 
��� ��
���
� ���
��� 
�
���
 �����
����� �� ��� �����	��� 
�
���!����� ����
��� ���
����


���
$�

$�
��� � $

-�*0�* � �� $

����
$�

$�
��� � $-

�* � 2�� 0

�����
$�

$�
��� � $

�* � �� $

�
����
�

��� *�-
$�- �1����
�� ��������
����� � $� ��*��$� *��

���� *�*#2
$�#.* �&����������
����� � *� *�0��� � -�0��0�

����� $�-
-�0 �>�����������
����� � $� ��-�0�� 
�
 -�422�� -�033 
�� -�422��

����	�� ����
8 ���
����� 
����� �� 
������

 �� � ��

 �� ������ �� ������� " ��� � ����� ������
	��� ������� 
�����
���� � ��� 
����
��� �������� �
 
��	� �� "����� #�*0� ���
������� ��
���
����� �� ��� ���� ��� �� ��� 
����� �
 
���� ��� ��� ������� ��
���
�!
���� �� ��� ��

 ��� ������ �
 
�����

θi ( )t K θo( )t

I C

���
 �
� �
���
��� �
�����

���� �	���� �������� ��



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ���������� �������� ��� ��

��� %������ ��� ����
��� ���
���� �������� 
���� ��� 
�����
��� �� ��� ���� ��������
��� ��� 
���� �
 ����� �� 
���� � .� ���� ���� �� �����

��� ���

��� ���� ��
���
� �� 
����� 8

��� ���� ������� 
��������
� )��� �
 ��� 
�����!

���� ����� ���	��� 
���� ��� 
����J

�
����
�

���

�

�
��� � $

"
�

� �
�* � �

�

� �
�� $

��� 
���� � .�� -�*� ��*�0��-�* 
�
 5�24*�� -�#2$ 
�� 5�24*��

-�* ������
�

����	�� ����
)��� � ����� ���� 
�
���!����� 
�
��� �
 
��'�
� �� � ���� 
��� ������ ��
 ����
����
��
���
� 
������
 � ���
� ����
���� �� 33?� �

������ ����� #*�0�
 ��
 ����
��� "���

��� ��� ������ ������� ��� ���
�
��� ��� ������� �����
�
� ��� �������� ������� ��� ���
�
��� ��� 
�
��� ����
��� ���
����
��� ��� ���� �� 
����� ��	� �� 	����� �*� �� ��� ����� �����

�
����
�
��� 52�22 ���/

��� -�-4#
�
� 52�55 ���/


��� &��� � $

-�$-2
 $-�#�* � $�3$*
 $-�#�� $
��� -�.42 
�
���


����	�� ���)
8 
�
��� 
��
�
�
 �� � ���
�!����� ������� ������ �� � 
�
���!����� ������� 	������
������
����� ��� ���
�!����� ������� ��
 � ���� 
��
���� �� 0 
�
���
 ��� � 
�����!

���� ���� 
��
���� �� -�*� ��� 
�
���!����� ������� ��
 �� �������� �������
��� ���
� �� . ���/
� � ������� ����� �� -�*0 ��� � 
�����!
���� ���� 
��
���� ��
������
�� � 
��� ����� ���
���� �� $- ����
 �
 ������� �� ��� 
�
���� ���� �� �����

��� ���

��� ���� ��
���
�� 8

��� ���� ������� 
��������
�

�
����
�

����� � *�-� *�-.2��-�*� � ��� -�-.2 
�







$0

�
�� -�-5. 
��







$0

�
�

� 	

�	 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ����������� �������� ����� 

�

����������� 	�
����
�
�����

��� ����������� ���
���� ��
	���


��� ������ �� 	
��
 �
� �
��
� �
������ �� ��������� ��� �������� 	��
 �
� ���
��
��� ���������� ����� 
��� �� ���
��� �
� ������ 
���� �
� �
��
� ��
��� �
� ���
� ��
������ � ����������� �� 	���
��� ������� �������

�
� �������� �� � ����������� ������� ������ ��� ����������� �� ����� �������
���� 
���� �
� �������� �
������ �������
� �
� ������� ���� �� �
�
 � ������ ��
�
�	� �� ���
�� ����

�
� �������� �
������ �������� 
�� ��� ��� �� ������ �
� ����������� ��������
�
�������

���� ���
�� ���

��� � ��� ��� ���� 

��� � ��� ��� ���! 

��� � 
�� � ��� ���" 

#
�����
���� ���! ��� ���" ���� ���� 

��� � ��� �
�� ���� ��� �
��� � ��� 
�� � ��� ��� ��� 

��� �� � ��� ��� � � ��� 
�� 

�



�� � ��� 

� � ��� ��� 
���� 

�
� ����������� �������� �
������ �� �
� ���	�������
 �������� �
������ ��$���� ��
��� ��
� �
� ��������� �������� �
�������



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ����������� �������� ����� 

��� ���	� ������� ����	���


����� ��
���� �
����� ���� �������� �����

� ������� ������ ��� 
�$� ��$���� �������� ������� ������ ��� �%������ 	��
 � �
��
�
�������� �
� �
���������� ������� ���� �� ������ �
� ����� ����� 	
����� �
�

������ ������� ���� �� �������� �� �� �
� ��&�� ����� '
�� ��������� �
������ ����
�������� �
� ����� ����� ��� ���������� ������ 
���� �
� ������ �� ���
��� �� � ������
�$����� ����������� �������� �
�������

�� ���
�� ������%���� �� �
� �����	��� �%������ �
� �
������ �� � �������� �� 
���
��� �������� �
������� �� ���� ����
��� �� �
� ����� ���
�����

������� ���
���� �
� ����������� �������� �
������ ��� �
� ������ �
�	� �� ���
�� ��!�

��������
(� ���
�� ��!� �
� ����� ����� ���� �� �� ���������� �� �"�"� )���� ��
����� ���� � �
��
��� �� �������� ��

��� � �"

� � �"�"
���* 

Forward Path

Summing
point

E s( )R s( ) +

–

G s( )

Take-off
point C s( )

H s( )

Feedback Path

B s( )

���� ��� ����� ���	
�� �� � ���
������� ����
�� 
�
���� ���� � ������� �
��
��
� �� 
���
���� ����� �����
���� � ������� �
��
��
� �� ����
����� ������ ����� ���� � �
���
� �������� 
�	���� �� ����� ���������
	��� � ��������	 �
 �

�
 
�	���� �� ����� ����� ����� 
��� � �
����� �� ��� �
��
��
 ��������
 ����	 ���
��
��
� ����� ���� � �
����� �� ��� �
��
��
 ��������
 ����	 ��� �������� ����� 
������� � ���������
�
��
��
 ���������

� � 
�����	 ����� 
������ �
�� �� ������ ��	��
��� 
��������� � �  �	��� ��������
�������� !�
������ �� ����
������ �����

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 	
 � ����������� �������� ����� 

+�	 ��� �� �
�������� ��� �� �� ������� 	��
 �!� ,���� �
� �������� ��������
�
������ ��

�!��� � �!�"

� � �"�"
���- 

�
� ���
��� ����� ������� �� �
�	� �� ���
�� ��"�
�����	��� � ������� �������� �
� ������ ����� ���� ��! ��� �� 	������

��! �
�!�"

���"�"

� � �!�"�!

���"�"

.
��������� �
������� ��� ����������� �� � � �"�"

��! � �!�"

� � �"�" � �!�"�!

/
� ��! �� �� ������� 	��
 ��� 
����

����! � ���!�"

� � �"�" � �!�"�!
���0 

�������� �
������ ���0 ��	 ������� �
� �������� ���	�������
 �������� �
������ ��
�
�	� �� ���
�� ����

R s( )
G1 G2

H3

+

–

+

–

+

–

Cascade
First Minor Loop

C s( )

G3

H4

H5

���� ��� "������� ���� ����
�� 
�
����

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � 		 � ����������� �������� ����� 

�
� ��������� �� �$����� ����������� �������� �
������ ��� ��	 �� �$��
����

�



�� �

���!�"

���"�"��!�"�!

� � ���!�"��

���"�"��!�"�!

.
��������� �
������� ��� ����������� �� � � �"�" � �!�"�!

�



�� � ���� �!�� �"�� 

� � �"�� �"�� � �!�� �"�� �!�� � ���� �!�� �"�� ���� 
���1 

R s( )

G1

G G2 3

1 +G H3 3

H2

+

–

+

–

Cascade
Second Minor Loop

C s( )

H1

���� ��� #�

� 
��	� �� ����� ���	
�� 
���������

R s( ) G G G1 2 3

1 + +G H G G H3 3 2 3 2

H1

C s( )+

–

���� ���  ����� 
��	� �� ����� ���	
�� 
���������

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ����������� �������� ����� 

����� ���	� ������� ��
��������


�
��� ��� ��������� 	
�� �
��� �� ����������� ���	��� �
� ������� ����� ���� ��� �
�
�
����� �� ��������� �� ������� ��������� �� ���������� �
� ����� ������� ������
��
������ �
�� ��� �� 
��������� 
���� /���� 2������ �������������� �
�������

.

.

.

1. Combining
blocks in
cascade

Y G G=( )X1 2 G G1 2

1 G G1 2

G G1 2
1

G2

1
G

1
G

G

G

G

G

G

G

G G1 2

Y Y

Y

Y

Y

Y

Y

Y G X G X= 1 2

Y G X G Y= ( )1 2

Y G X G Y= ( )1 2

Z W X Y=

Z GX Y=

Z G X Y= ( )

Y GX=

Y GX=

Transformation Equation Block diagram Equivalent block diagram

2. Combining
blocks in
parallel; or
eliminating a
forward loop

3. Removing a
block from
a forward
path

4. Eliminating
a feedback
loop

5. Removing a
block from
a feedback
loop

6. Rearranging
summing
points

7. Moving a
summing
point ahead
of a block

8. Moving a
summing
point
beyond
a block

9. Moving a
take-off
oint ahead

of a block
p

10. Moving a
take-off
oint beyond

a block
p

+–

+–

+–+–

+–

+– +– +– +–

+–
+–

+–+–

+–

+–

+–

+–+–

+–

+–

G1

G1

G1

G2

G1

G

G

G

G

G2

X X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

Z

Y

Y

Y

Z

Y

Y

W

Z
W

Y Z

Z

Z

Y

Y

Y

Y

Y

X

X

X

X

X

X

G2

G2

+

+

+

+ + +

+

+

+

+

+

Y G X G X= 1 2+– Y

+
G1

X

G2

+

X Y
–

����� ��� /���� 2������ �������������� �
������

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � 	� � ����������� �������� ����� 

������� ���
.�$��� � �
����� ����� �
��� �� � ������

3�
����� 3�
�����

� � �� �  � � �� � ��$�  ��
� � �� �  

���4 

� �������� ��� �� /���� 2������ �������������� �
������ �� ��$�� �� ����� ����

������� ��!
���� �
� �$����� ����������� �������� �
������ ��� �
� ������ �
�	� �� ���
�� ��-�

��������
.�$��� �
� ����� �
����� ����� �
��� �� ��� ��� �
� ����� �������� ����� ������ ��

��$�� �
� �������� ����� ������� �
�	� �� ���
�� ��0� �
� ����� ������� �
�	� ��
���
�� ��0 �� �
�� ���
��� �� �
� ���� ��$�� �� ���
�� ��1� �
� �$����� �����������
�������� �
������ �� �
��

�



�� �

���!�"��

������!�� ����"���! 

� � 	���!�" 	���"

� 	�� 	�� ������!�� ����"���! 

� ���� �!�� �"�� ���� 

�� � ���� �!�� ����  �� � �"�� ���� �!��  � �!�� �"�� �"�� 
����5 

X
G

+

–+

Z

Y

X +

–+
G

1
G

Z

Y

���� ��� "����	 � 
�����	 ����� ����� �� � ������

R s( ) + –
G1 G3

H3

H1

–

+

Ahead
Beyond

G2 G4

H2

+

–

C s( )

���� ��� ����� ���	
������ ����
�������

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 	
 � ����������� �������� ����� 

���  
����� ���� �������� �
����

����� !��
	���� �� ������������


� ������� ������ �� ������ �� �
� 6�������� �� #
����������� ��� �� �������� �
��
������ �
�� 7�
� �������� "�� �� � ������ ������ �
� �� ��$���� ���
�� ���� �
�!�� � � � � � ���� � ������ ���
������
��� �� ��
�� �� �
� �
� �� �
� ��������� �� ���

���
� ������ �����8�

������� ���
���� �
� �������� �
��
� ��� �
� ������ �
�	� �� ���
�� ��4 	
�� ���
 ���
�� ���
���
������
����

��������
�
� ����� ������� �
�	� �� ���
�� ��4 ��� �� ���
��� ��� ���������� �� �
� ����
��$�� �� ���
�� ���5� 6
����� 
!�� � 5 ��� ��������� �
� �
����� ����� �� �� ��$��
�
� ����� ������� �
�	� �� ���
�� ����� (� ���
�� ���� ���� �
�� ���� �� �������� ��

��� ������ ������ �
� ����������� �������� �
������ �� �
�������

�(


�
�� �

���!

���!�!

� � ���!��

���!�!

R s( )
G G1 2

H3
1
G1

G G3 4

H1

C s( )+

–

–

1
G4

H2

+

–

���� ��" "������� ����� ���	
������ �� ����
�������

R s( ) G G1 2 G G3 4

1 + HG G3 4 21+ H1G G1 2

H3

G G1 4

C s( )+ –

���� ��# %������ ����� ���	
���

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

��

�(�� � ���� �!�� 
��� 

� � �!�� �!�� � ���� �!�� ���� 
����� 

+�	 �� 
��� � 5 ��� �
� �
����� ����� �� �������� �� ��� �
�� �
� �������� �((�� 
�� ���
� 
!�� ������ ����� �� ��$�� �� ���
�� ���!� �
� �
���� �� �� 	
��
��
�
� �
����� ����� �� �������� �� �� �� �� ������� 
��� �
� ���� �� �
� �
�����
������

+��� �
�� �� ���
�� ���! �
��� �� � ������$� �������� ����� ,���� �
� �����������
�������� �
������ �������� 
!�� ��� �((�� ��

�((


!
�� �

����!��

���!�!

� � ����!��

���!�!

� �

R s1( ) +

–
G1 G2

H2

H1

R s( )2

C s( )+

–

+

+

���� ��$  �
��� ������������ �����
�

R s1( )

R s2( )

G G1 2

1 + G H2 2

H1

C s( )+

–

+

+

���� ���% %������ ��� 
��������� ����� ���	
���

�	 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

��

�((�� � ����� �!�� ���� 
!�� 

� � �!�� �!�� � ���� �!�� ���� 
����! 

(� �
�
�� �� ������� �
�� �
� ������������ ��� ��
������ ����� ��� ����! ���
���������� )���� �
� 6�������� �� #
������������ �
� �������� �������� �� ��$�� ��

��� � �(�� � �((�� ����" 

��

��� � ����� �!��  
��� � ����� �!�� ����  
!�� 

� � �!�� �!�� � ���� �!�� ���� 
����� 

��� &��
���� ��
	���
� ��� �
���� �����
��

����� '� ���(��������

9�� �� �
� ���� ������ ��$���� ��� ���
����� � ������� ������ �� �
� 2: ���$��
����� �
�	� �� ���
�� ���"� ��� ��� ������� 
���� ���
�� �����
�� �� ����� ��������

�� #$����$� ����$��; �
�� ����������� �� �
�	� �� ��
������ ���� �� ���
�� �����
+�	 ��� ��� ��
% � �� ������������ �� �� � ��

� � %���� ����* 

+

–

G G1 2

1 + G H2 2

R s1( )

H1

C sI( )

+1

���� ���� ����� ���	
�� ��
 �&��� �����	 ������

R s2( )
H1 –1

C sII( )+

+

G G1 2

1 + G H2 2

���� ���� ����� ���	
�� ��
 �'��� �����	 ������

��	�����		� �	�
�	� ���
��� �




������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

	
��� %�� �� �
� ����� ���� ���������
����� ����
� ��$������ &� �� ������������ �� �
� ����
�� �� �
� ��� ��� ��
% ���

�
� �����
�� �
�����

&��� � �%������ ����- 

e tf( )

Field
coil

i t( )f

R ; Lf f

θ( )t

ω( )t

Armature
winding
R ; La a

e t( )a

i t( )a

(a) Physical Arrangement

Rf

i t( )f

e t( )f Lf

i t( )a

θ ω( ), ( )t t

e t( )a

(b) Schematic Diagram

Ra La

���� ����  ����� !( 
�
�������
�

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

	
��� %�� �� �
� �����
�� ���� ���������
#
�����
���� ����* ���� ����- ��$��

&��� � �%��%����  ���� ����0 

#���� �� �� ��������

&��� � %����� ����1 

	
��� �
� �$����� �����
�� �������� %� ��

%� � %��%���� ����4 

'
�� �
� �����
�� �������� �� ��
�$�� ���� � ���������� ����
���� � ���� ��� ���� 
������������ �� �
� �
��� ���
��� $�������

���� � %�
��

��
� %���� ���!5 

	
��� %� �� �
� ���� ��� ���������
�
� ��������� ���������� ������ �
� �����
�� 	������ �� �
�������

���� � ���� � '�
���
��

� 
��� ���!� 

������ <������ ���������� �� ��
����� ���!� 	��
 =��� ������� ����������

���� � ���� � �'��� 
� (��� ���!! 

���
�� ���* �������� ��
������ ����1 � ���!5 ��� ���!! �� ����� ������� �����
)���� ������������ ����������� �
� ����
� ��$������ �� �
� 2: ���$������� ��

&��� � ����� � %���� �%�


�

Ra La

e t( )a

i t( )a

e t( )b

Tm θ ω( )t ( )t

if

ef

���� ���� !( 
�
�������
 ����
 �
����
� ����
��� ����� � �
����
� �)�������� �����	�� ����� � ���� ����
����� � �
����
� ��

���� �� � �
����
� 
�
�
������ 
� � �
����
� ����������� �� � (��
���� �����
�����	�� �� � (��
���� ����� ��

���� �� � *�
+�� ��������� �� ����
� ���� �  ���� ��	���
 ��
����������
���� �  ���� ��	���
 �������� � �� ���$

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

��

&��� � %�


�

� �
���� � %�%�


�

� �
��� ���!" 

���� ��
����� ���!" � �
� ���������
�� ���	��� &��� � ��� ��� ���� 
���� �������
����� ���������� �� �
�	� �� ���
�� ���-�

�� )���� ����$��; �
�� ����������� �� �
�	� �� ��
������ ���� �� ���
�� ���"�
	��
 �
� �%������� �
�� �
� �����
�� �
����� �� �� 
��� �� � �������� $��
�� 3�
�����
����0 ��� ��	 �� 	������ ��

&��� � �%��%���� �� �� ���!� 

��� ����� �� �� � ��������� �
��

&��� � %� �� �� ���!* 

	
��� �
� �$����� ����� �������� %� ��

%� � %��%���� ���!- 

(� �
�� ��������� �
� ���� ��� �� ���� ��� ���� � ���� �� �
� ����
� ��
������ �
� ��
��� ����
�� ������
����� �� ����������� � �������� �����
�� �
����� ���

�
� ��������� ���������� ������ �
� ����� ���� ��

�� �� � '�
���
��

� 
� �� ���!0 

������ <������ ���������� �� ��
����� ���!0 	��
 =��� ������� ����������

�� �� � �'��� 
�  (� �� ���!1 

���
�� ���0 �������� ��
������ ���!* ��� ���!1 �� ����� ������� �����

E sa( )

E s( )b

+

–

1
L s R+a a

Ka

Kb

T s( )m

ω( )s

I sa( )

���� ���� ����� ���	
�� 
��
�
�������� �� �
����
� ����
����� !( 
�
�������
�

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �
 � ����������� �������� ����� 

)���� ������������ ����������� �
� ����
� ��$������ �� �
� 2: ���$������� ��

&��� � %�


�

� �
�� �� ���!4 

�
� ���������
�� ���	��� &��� � �� �� ��� ��� 
���� ������������ ���������� �� �
�	�
�� ���
�� ���1�

����� )�
��� �
������	 �	�������

,����
��� ���
����� ��� �������� �� �
�
 ����� �� �
� ��������� ���
���� ����
��
�
�� ������� � ���� ��	�� �� 	���
� ����� ��� 
�$� � ���� ���������

���
�� ���4 �
�	� � ������$��$� ���������� ������ ���
����� '
�� �
� ������$��$�
�� ��$�� �� �
� ���
�� �����
��=�� 
����
��� ��� ���	� ���� �
����� �� ��
���� �
�
������ �� ��$� �� �
� ����� ��� �� �� ����� ������ ��� �� �
����� �! �� �� �%������ ��
�
� �%
�
�� �����

�
� �����	��� �������� 	��� �� �������=�� ��� ����� ����
�������� �� �
� ������$��$�
��� ���
�����

Increasing ( )e ta

ω( ) (rad/s)t

T tm( )
(Nm)_

���� ����  ������
���� 
�������
��� ������� ������ ���� ��� ����� ��
 �� �
����
� ����
����� !( 
�
���
����
�

E s( )f 1
L s Rf + f

I s( )f Kr

T s( )m

���� ���" ����� ���	
�� 
��
�
�������� �� ����� ����
����� !( 
�
�������
�

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � �	 � ����������� �������� ����� 

(� �� ���
��� �
��;

� �
� �
���� �����
�� *� �� ��������

� �
� �%
�
�� �����
�� *� �� ������
����

� �
� ���
���� �� �� ������������ �� �
�� +� � +! � +� 	
��
 �� 
��� �
� ����� $��
��
�� 
����
��� ��
�� +�

� �
� 
����
��� ��� �� ������������

� �
� ������ ����� 
�$� ��
�� ����� #

� �,� ��� �,! ��� �
� $��
������ ���	������ ���� �
����� �� ��� �
� �� �
����� �! 

� �
� �$������ �� ���� ���	����� �,< 
�� � $��
� � �,� � �,! $!
� *� ��� *! ��� �
� ��
�� �����
��� �� �
����� �� ��� �
����� �! 

� �
� ���� �����
�� *< 
�� � $��
� �*� � *! 

T tm( )
(Nm)

Kf

Rf

e t( ) (V)f

(a) (b)

Increasing ( )e tf

ω(t) (rad/s)

T tm( )
(Nm)

���� ���#  ������
���� 
�������
��� ������� ������ ����� ��� ���� ��
 � ����� ����
����� !( 
�
�������
�

P = 0e

Q2
Q1

P V2 2 A A P V1 1

(1)(2)

Ps

X x,o o

m

Qleak

X x,v v

P = 0e

���� ���$  ���������� ����
����� �����
 �������
�

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

�� #������$ ����"���; �
� ������
��� ��
����� ��� �
� �
������ ��� �� 	�������
�,�� �

�
�,�
� � ����� �� �
���� �� �
����� $��
�� 

� ����� �� �
���� �� ��� $��
�� ���"5 

(� ��
����� ���"5 � �
� ���� �� �
���� �� �
����� $��
�� �� �
� �� �
� ������
��$������ ���� �+$��� �
� ���� �� �
���� �� ��� $��
�� �� �
� �� ���������������
�������� ����;

/
�� .��
�
� �� ���� � � >��
������ ������?>��
������ ������

� � �*

��+�+
���"� 

+��� �
�� �� ��
����� ���"� �
� ����������� �� ������$� ����� �� �������� �� �����
��
��
��� � ���
����� �� ��� $��
���

,����

�+

+
� �*

��
@�$���� 	
�� �������������� 	��
 ������� �� ����

�+

��
� � +

�

� �
�*

��
���"! 

��� �
����� �� � ��
����� ���"5 ��� �� �%������� ��

�,� � �,���� � �+�

��
� +�

�

� �
�*�

��
���"" 

��� ��� �
����� �! 

�,���� � �,! � �+!

��
� >!

�

� �
�*!

��
���"� 

+�	

�,< �
�,� � �,!

!

�

�� ���� �������� ���"" ��� ���"� 

�,< � �,���� � �

!

�+�

��
� �+!

��

� �
� �

!�
+�

�*�

��
� +!

�*!

��

� �
���"* 

(� ������� ���	����� �,���� �� �������� �
��

�,���� � ��*< ���"- 

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

	
��� �� �� �
� ������� ������������ ����� �� +� � +! � +�� �
��

� �+!

��
� �+�

��
� �+�

��
���"0 

,���� ��
����� ���"* ��� �� 	������

�,< � �6*< � �+�

��
� +�

!�

�

��
�*� � *! ���"1 

��

�,< � �6*< � # ���

��
� +�

��

�*<

��
���"4 

	
���

�+�

��
� #

���

��

���

+� � +�

!

�� '����$�-�� ������.��.� ����"���; ���
�� �
�� �
� ������$��$� ����� ��� �������
�
��� �� ����� ��� 
�$� ����

#$ �/�$ ����5 

	
��� / �� �
� 	���
 �� �
� �����
���� ������� �
����

�,� � ��/�$

�����������������������
!

�
�*� � *� 

�
����� 

���

�,! � ��/�$

��������������������
!

�
�*! � 5 

�
����! 

	
���� �� �� � ����������� �� ����
���� ��� � �� �
� ��
�� ��������
3�
����� ����� ��� ����! 

*� � *� � *! ����" 

�����

*< � *� � *!

3�
����� ����" ��� �� ����������� �� ��$�

*� � *� � *<

!
����� 

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �
 � ����������� �������� ����� 

���� ��
������ ����� ��� ����! �
� ���� ���	����� ��� �� 	������ ��

�,< � ��/�$

���������������������������
!

�

*� � *<

!

� ��
����* 

,����

�,< � )��>�*< ����- 

3�
����� ����* ��� �� �������=�� 
���� �
� ���
���
� ��������� �� ������� !�0��� (� 0<�
�$ ��� �< ��� ����� ����
�������� �� ���������� ,<� �> ��� *< ���
� ���� �������
��� ����� 7�8� �
�� ���� ��
����� ����- 

�0< � � �,<

��$

				
�

�$ � � �,<

�*<

				
�

�< ����0 

��

�0< � %��$ � %��< ����1 

	
���

%� ����	 ���� � ��/

�������������������������
�

�
�*� � *<� 

�
����4 

���

����	������
�� ����������� 	
��
 
�� � ������$� $��
� 

%� � ���/�$�

!

������������������������
�

��*� � *<� 

�
���*5 

+��� �
�� *<� ��� �$� ��� �
� $��
�� �� *< ��� �$ �� �
� ��������� ����� 7�8�
�
� ���������
�� ���	��� �,<� *< ��� �$� ���� ��
����� ����* � �����
�� 	��
 �
�

�������=�� ��������� �0<� *< ��� �$ ��� �
�	� �� ���
�� ��!5�
3�
����� ���"4 �� ��
� ��� ���
 ����� ��� ����� ����
��������� ��� �� ��� ��

	������

�0< � #
���

��
� �6�< � >�

��

��<

��
���*� 

3�
����� ����1 ��� ���*� ��$��

%��$ � #
���

��
� ��6 � %� �< � +�

��

��<

��
���*! 

������ <������ ���������� �=��� ������� ���������� � �
� ��������� �
� ��	�������
����� ����
������� �������� ��$��

%��$�� � #����� � ��6 � %� � +�

��
�


 �
�<�� ���*" 

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

�
� ����� �� ���������� �
� ���� � �� �
�	� �� ���
�� ��!�� ���� ���
�� ��!��
)% � ����

#*< � ����

���*� 

���� <������ ���������� 	��
 =��� ������� ���������� ��� 
���� ��	������� ��������

�<�� � �

#
�!���� ���** 

(�������� ��
����� ���** ���� ���*" ��$��

%��$�� � #����� � ��6 � %� � +�

��
�


 �
�

#
�!

� �
���� ���*- 

3�
����� ���*- ��� �� ����������� �� ��$� �
� �������� �
������ �������� ���� ���
�$�� 

Increasing Xv

Linearized
Relationship

Ps PL (Pa)

QL

m s3

���� ���% �
�

�
�,#����
��� ���
����
�
���
 ��
 � 
�����������

APL m

x to( ), x t 1 t( ), ( )o o

���� ���� #
������� ���	
�� �� ���� �� ���
����� �������
�

�	 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

��

�$
�� �

A�

#

� �+�

��#!

� �
�! � ���%�

#!

� �
�� �

� 
 ���*0 

3�
����� ���*0 ��� �� 	������ �� �
� �������� ����

��

�$
�� � %


� �
�!

�


�! � !�

��

�� �

� � ���*1 

	
���

%
 �
����
��� ���� � %�

#

��
 �
����
��� ���
��� ����
���� �
�����������
��#!

�+�

�

�
 �
����
��� ������� ����� � �6 � %�

!

� � ��������������
��

�+�#!

�

#���� �
� /
�� .��
�
� �� 
����
��� ��� �� �� �
� ����� �� ��� @6�� �� � ��� +� ���
������ � ����� 
����
��� ���
��� ����
���� �� ��������� ���
����� �� � ����� ���������
+��� �
�� �
� 
����
��� ������� ����� �� ��$����� �� �6 ��� %�� �� ������� �
� ��$��
�� �������� �� �� ��������� ��������� �� ����� ����� 
���� �
��
�
 �
� �������

��� ��
�������� ��� 	���������� �
�����

����� &�� ��
�����*�� 	�
���� ���+���

� ��������=�� ����������� ������� ������ �� �
�	� �� ���
�� ��!!� �
� �������
������� ��� �� ������ ��; 7�
� ������� ������ ��� 	��� �� �
�
 �
�� �
� ����������
�
��
� ��� 	��� �� ��
�� �� �
� ��������� ���
� $��� ��� ��� $��
�� �� ����� ����������$�
�� �
� $��
� �� �
� ����
������ ���
� $!�� 8�

(� ��������� �
��� 	��� ��	��� �� ��������� ������� �
� �
� ��������� ������ �
�
�� ��
���� �� ����� �� ��������� (� �� 
�
���� �������� �� ������ �
� ���������� �� �
�� �������
����� ������ ��� ������=��� �� �������� �����������

R s1( )

Reference Input

+
Controller

U s( )

Control
Action

R s2( )

Disturbance
Input

Plant
C s( )

Controlled
Output–

E (s) +
–

���� ���� -���
���.�� ���
������� ����
�� 
�
����

��	�����		� �	�
�	� ���
��� �




������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

����� !��������
�� 	�
����

(� �
�� ����� �
� ������� ������� �� ������ �� ������������ �� �
� ����� ��� 

��� � %���� ���*4 

	
��� %� �� �
� ������������ ���� ���������
(� �
� ����� �������� ��� ������������ �
�� ���
�� ��!! ��� �� ��������� �� �
�	� ��

���
�� ��!"� �
� ����� �������� �
������ ��

�1�� � 
!��  
%

� � &�

� �
� ��� ���-5 

��� �
� ������������ ������� ��	� ���� ��
����� ���*4 �������

1�� � %��
��� � ���  ���-� 

(�������� ��
����� ���-� ���� ��
����� ���-5 ��$��

��� � �%��
��� � ���  � 
!�� �%
�� � &� ���-! 

	
��
 ��� �� 	������ ��

��� � %�% � &����� � %�%
��� � %
!�� ���-" 

B����������� ��
����� ���-" ��$��

��� �
%�%

��%�%

� �

��� � %

��%�%

� �

!�� 

� � &
��%�%

� �
�

� 
 ���-� 

'
�� $��� �� � 
��� ����� ��� $!�� �� =���� �
� ����� $��
� �
����� ���
����� �"��5  
��$�� �
� ������������ ��������

��� � %�%

� � %�%

� �
�� �� 
�

R s1( ) E s( )

Proportional
Controller

K1
U s( )

R s( )2

K
1 +Ts

C s( )+

–

+ –

���� ���� �
���
������ ����
�� �� � ��

���
��
 ������

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

'
�� $!�� �� � 
��� ����� ��� $��� �� =���� �
� ����� $��
� �
����� ���
����� �"��5  
��$�� �
� ������������ ��������

��� � � %

� � %�%

� �
�� �� 
�

,����� ��� �
� ������ �� 
�$� =��� ������������ ������ �
� ����� �� ��
����� ���-� 
�
�
�� ��

%�%

� � %�%

� �
� �

%

� � %�%

� �
� 5

���-* 

�
�� ��� ���� 
����� �� �
� ��������� ���� �������� %�% �� ��������� (� �������� �
�� ��
��� �������� ��� �
������� �
� ������������ ������� ������ �������� �� ���
�� ��!"
	��� ��	��� ����
�� ������������ ������� �
��� ��� �� ������=�� �� ������� �
� �����
���� ���� �������� %�% �� 
��
 �� ���������

#���� �
� ����������� ������������� ���� ��
����� ���-� ��

&� � &

� � %�%

� �
���-- 

�
�� ����������� %�% �� � 
��
 $��
� 	��� ���
�� �
� ����������� ���� �������� ���
�
������� �����$� �
� ������ ��������� ���������

�
�� �� ���
������� �� ���
�� ��!� 	
��
 �
�	� � ���� �
���� �� $��� �����	�� �� �
���� �
���� �� $!�� �

�������
��� � ����������� ������ ������������ ������� 	��� ��	��� ����
�� ������������ �������
�
�� �� ����
���� �� ���� ������ �� :
����� - 
���� 7������ ���� ��������������8 	
���
��
������ �-�-" C�-�-* ������ � ��� �� ����� ������������� (��������� �
� ���������

c t( )

K K1 large

Steady-state
Error

r t( )1

r t( )2

Time(s)

K K1 small

���� ����  ��� 
�
���
� �� � ��

���
��
 ����� �
��	 �
���
������ ����
���

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

���� �������� �	
��
 �� 
�
���� ��
��$�� �� ���������� �
� ���������� ���� %� 	���
���
��� �
� ��� ��������� �
��� � 
��
 ���������� ���� 	��� ���� ���
�� �
� ���������
������� ,�	�$��� �� 	��� �� �
�	� �� :
������ * ��� -� 
��
 ��������� ����
��������� ��� ���
�� �� �
� ����������� �� 
��
�������� ����� �������� �
��������

����� !��������
�� ���� ,
������ -!,. 	�
����

(���
���� � ���� �
�� �� � �
������ �� �
� �������� �� �
� ����� ���� 	��
 �
� ���� ��
����� �
�	� �� ���
�� ��!"� ��������� ������������ �������

:������� � ������� ��	 �� �
� ����

��� � %���� � %!

�
��� ���-0 

������ <������ ����������

1�� � %� � %!

�

� �
��� 

� %� � � %!

%��

� �
��� 

� %� � � �

&��

� �
��� ���-1 

(� ��
����� ���-1 � &� �� ������ �
� �������� ������ ����� ��� �� �������� ������� ��;
7�
� ���� �����$�� �� 	
��
 �
� ���� �� �
� ������� ������ �
� �� �������� ������
��������� �� �� ���
�� ��
�� �� �
� ���� �� �
� ������� ������ �
� �� ������������
������ 	
�� �
� ����� �� 
��
������8� �/# �*!" �

(�������� �
� 6( ������� ��	 ��$�� �� ��
����� ���-1 ���� �
� ����������� �����
�������� �
������ �
�	� �� ��
����� ���-5 ��$��

��� � �%��� � ��&�� �
��� � ���  � 
!��  %

�� � &� ���-4 

	
��
 ��� �� 	������ ��

�&�&�
! � &��� � %�% � � %�%���� � %�%�� � &�� 
��� � %�%&��
!�� ���05 

B����������� ��$��

��� � �� � &�� 
��� � &��
!�� 

&�&
%�%

� �
�! � &� � � �

%�%

� �
�� �

���0� 

�
� ����������� �� ��	 �� �
� �������� ������������ ������ ���� �� ��
�����
�"��! � �
� ������������ �������� ��� �� �������� 
���� �
� ����� $��
� �
�����
��$�� �� ��
����� �"��5 �

��� � �� � 5 $��� � �5 $!�� �� �� 
 ���0! 

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �
 � ����������� �������� ����� 

'
�� �
��� ��� ���� �
����� �� $��� ��� $!�� ;

��� � �� � 5 �
��� 

�
� �5 

�
!�� 

�

� 
��� 

��� � $��� ���0" 

�

�� 	
�� $��� ��� $!�� ��� 
��
������� �� 
�$� ���� �
������ �
��� ��� �� �������
����� ������ �� ��� �� ���� �� ���
�� ��!*� �
� ������������ �������� �� �
� �������
���� ������ ������ 
��� �
� $��
�� �� &�� & � %� ��� % � ������ � 
��
 $��
� �� %� 	���
���$��� � ���� ��������� �������� ����� �� ��������� �
� 
������� ���
��� ����
�����
�
� 	��
 
��
�� ����� ����� �������� �
������� ��� ��$� ���� �� ������������

�������
��� � ����������� ������ 6( ������� 	��� ����
�� � ������������ ��������� �
��� 	��� ��
=��� ������������ ������ �� �
� ��������� ��� ����
������ ���
�� $��� ��� $!�� ���
���
�� 
��
������ �� 
�$� ���� �
������ �
� ������� �� ����
���� �� ���������� 	��
��
�
� ������� ���� �� ���
�� �� ��������� ������������ ������ �� ����
���� �� ���� ������
�� :
����� - 
���� 7������ ���� ��������������8�

������� ��2 �#�� ���� �������% �� ������2�� 
� ���
�����$�� ������� ������� ������ �� �
�	� �� ���
�� ��!-� �
� ������ ����������
���

# � !�! 
� � �* �$�!

�� � � >$� %$ � 5���"$�> %� � � ����������� ����� 

�� '
�� ��� �
� $��
�� �� &� ��� � 	
�� �
� 
������� ���
��� ����
���� �� ��
5�� ���?�D

�� ���� �� �%�������� ��� �
� ���� �������� �� �
� ������ 	
�� �
��� �� � ����
�
���� �� 3��� ���� 5 �� ��� ���
�� =��� ������� �����������

c t( )

r t1( )

r t2( )

Time (s)

���� ����  ��� 
�
���
� �� � ��

���
��
 ����� �
��	 �/ ����
���

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � �	 � ����������� �������� ����� 

�
� ���������� �� ��$�� �� ��
����� ���-1 � �
� �����	 �� �
� ���� ��

.��� � %$��� ���0� 

�
� ���� �������� ��� �%�������� 
���� ��
����� �!�-" ��

.��� � .!�� � #
�3�

��
���0* 

��� �
� �������=�� �
����	 ��

.!�� � 3��� 


�
���0- 

�
� ����
��� 
��� 3��� �� �������� ���� �
� �����
�� ������
���

3��� � ��3��� ���00 

���� ��
������ ���0* ��� ���0- � �
� ���� ��� �
����	 $��$� �������� �
������ ��

��

+�
�� � 
�

� � #
��
���01 

�
� ����� ������� ��� �
� ������� ������ �� �
�	� �� ���
�� ��!0� ���� �
� �����
�������� �
� ���	�������
 �������� �
������ ��� ��

��� �
%�%$
� � � �

&��

� �
�� � #
�� 

� %�%$
� �� � &�� 

&���� � #
�  

���04 

h td( )

h t( )m

PI
Controller

u t( )
Control Valve

Kv

v t( )1

Tank
Area A

Pressure transducer
H1

h t( )a

Outlet valve
Resistance Rf

v t( )2

���� ���� ��+��������� �
���

 ����
�� 
�
����

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

)���� ��
����� ���� � �
� ����������� �������� �
������ �������

��

��
�� �

%�%$
� ���&�� 
�#
�&��!�&�� 

� � %�%$
������&�� 
�#
�&��!�&�� 

���15 

	
��
 ���������� ��

��

��
�� � %�%$
� �� � &�� 

�#
�&� �! � &��� � %�%$
��� �� %�%$
���
���1� 

3�
����� ���1� ��� �� �%������� �� �
� �������� ���� �� ��
����� �"��! ��� �
������������ �������

6
����� �� � �� �
��

��

��
�� � �� � &�� 

#&�

%�%$

� �
�! � &�

�
%�%$
�

� �
� �

�� �
���1! 

�� :�������� �
� ����������� ����� 	��
 �
� �������� ���� ��$�� �� ��
����� �"��! 

#&�

%�%$

� �
� �

�!
�

���1" 

&�
�

%�%$
�
� �

� �
� !�

��
���1� 

���� ��
����� ���1" 

&� � %�%$

�!
�#

� � � 5��

5��! � !
� * �������

���� ��
����� ���1� 

� � ��&�

!

�

%�%$
�
� �

� �

� 5�� � *

!

�

� � 5�� � �*
� �

� �
� 5���0

H sd( )

H s( )m

E s( )

PI Controller

K1
1

T si
Kv

V s( )1U s( ) Rf

1+AR sf

Pressure tranducer

Control valve
Tank and valve

H s( )a

H1

1 +
+

–

���� ���" ����� ���	
�� ��
 ��+��������� �
���

 ����
�� 
�
����

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � �� � ����������� �������� ����� 

�� (�������� $��
�� ���� ��
����� ���1! 

��

��
�� � �� � *� 

�55�! � 1�"��� �
���1* 

��� � ���� ���
� �� 
���
� ��

���� � 5�5��� � *� 

�! � 5�51"��� 5�5�

� �
�

�

3%������� �� ������� ��������� 
���� "�!�� ��$ 

���� � 5�5� � 5�!�

���! � 5�51"��� 5�5� 
� #

�
� ��� �
�! � 5�51"��� 5�5�

���1- 

.
��������� �
��
�
 �� ���! � 5�51"��� 5�5� 

5�5� � 5�!� � #��! � 5�51"��� 5�5� � ��! � ��

3�
����� ������������

��! � 5 � #� �
��� � 5�! � 5�51"�#� �
��5 � 5�5� � 5�5�#

��$���

# � � � � �� � � �5��""-

#
�����
���� $��
�� ���� ���� ���1- ��� �������� �
� ��
��� �� ��$�

���� � �

�
� ���� 5��""-

��� 5�5��0 ! � 5�5454!
���10 

(�$���� ��������� 
���� <������ ��������� ����� �4 ��� ��5 �� ����� "���

���� � �

�
� ��

��� 5�5��0 ! � 5�5454!


 �
� ���-40

5�5454

��� 5�5��0 ! � 5�5454!


 �

3��� � � � ���5�5��0� ��� 5�5454�� 5�5��0

5�5454
��� 5�5454�

� �
� ���-40��5�5��0� ��� 5�5454�

	
��
 ���������� �� ��$�

3��� � �E� � ��5�5��0�� ��� 5�5454�� 5�54�" ��� 5�5454� F ���11 

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �
 � ����������� �������� ����� 

(� ��
����� ���11 �
� ������
�� �� �
� ���� ���� �� ������ �������� 	��
 �
� ������
����� ��� ��� �� �������� ,����

3��� � � � � ��5�5��0� ��� 5�5454�
� �

���14 

�
� ���� �������� �������� �� ��
����� ���14 �� �
�	� �� ���
�� ��!1�

����� !��������
�� ���� ,
������ ���� '���(���(� -!,'. 	�
����

.��� ���������� ����������� ���$��� �
�� 6(2 ����� ������ �
�������� ������� �������
(���
���� � ���� �
�� �� � �
������ �� �
� ����$���$� �� �
� ����� ���� 	��
 
��
������
������� ���$��� � ������ ������� ���
�����

6����������� ��
� (������� ��
� 2���$���$� ������� ������ �� �%������� ��

��� � %���� � %!

�
���� %"

��

��
���45 

������ <������ ����������

1�� � %� � %!

�
� %"�

� �
��� 

� %� � � %!

%��
� %"

%�
�

� �
��� 

� %� � � �

&��
� &��

� �
��� ���4� 

6

5

2

1

4

3

0
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

h
t

a(
 )

t (s)

���� ���# %�
���
� �� ��� �/ ����
����� ��+��������� 
�
��� 
���� �� #�	�
� 0�'1 �� � 
��� ����	� �� �����
�
�� 2 �� 0��

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ����������� �������� ����� 

(� ��
����� ���4� � &� �� ������ �
� ����$���$� ������ ����� ��� �� �������� ������� ��;
7�
� ���� �����$�� �� 	
��
 �
� ���� �� �
� ������� ������ �
� �� ������������ ������
��������� �� �� ���
�� ��
�� �� �
� ���� �� �
� ������� ������ �
� �� ����$���$� ������
	
�� �
� ����� �� �
������ �� � �������� ����8 �/# �*!" �

3�
����� ���4� ��� ���� �� �%������� ��

1�� � %��&�&��
! � &��� � 

&��
��� ���4! 

����� &�� /������01�	���� ������� ��� ��
�
� !,' 	�
��������

�
� ��������� �� �
� 6(2 ���������� ���������� %�� &� ��� &� ��� �� �������� 
����
�
� ��������� ������� ������ ������ ���
���
�� ��������� �� :
������ * ��� -� (� �
�
�4�5�� 	
�� �
�
 ����� 	��� &
�� ����� ��$������� G������ ��� +��
��� ��4�! ��$����
�	� ��������� ���
��� ��� ��������� �
� ���������� ����������� �
��� ���
��� ���
����� �� 
���

�� &3� *$����� 
������� 4��3��5 �
�� �� ����� �� �
� ���
������ �
�� �
� �����
���� ���� �������� �� ���� ������� ������� ������� 
�� �� #��
���� ������ �
� �������
�������� �
�$�� �� �
�	� �� ���
�� ��!4� �
� ������� �������� �
�$� ��� �� �����%��
����� �� � ���� ����� 6 ����� ������ � �������������� ��� ��� � ����������� ������ ��
��%��
� ���������� ����� 
 �� �
�	� �� ���
�� ��!4 ���� ���� ���
�� "��" �

�
� 6������ B������� .��
�� ���
��� �
�� �
� �����
� �������� ��� �
� �������
���� ������ ���
�� 	
�� �
� ����� �� �
������$� ������ �� ������� �� ��
����� �"�0� �
�� �;�� ���� ��
����� �"�0� �� ��� �� ���� �
�� �
�� ���
�� 	
�� �
� �����������
������� ����� 
�� � $��
� �� 5�!�� �
� ���������� ����������� �� � �
������ �� 
 ���
6� �� ����
�� �
�� ��������� ��� ��$�� �� ����� ��!�

c t( )

D

R

t(s)

���� ���$ �
���

 
������� ��
���

�	 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ����������� �������� ����� 

����� ��	 G������C+��
��� 6(2 ���������� 
���� �
�
6������ B������� .��
��

����$����$ �"�� %� &� &�

6 ��
6 C C
6( 5�4�
6 6�5�" C
6(2 ��!�
6 !6 5�*6

����� ��
 G������C+��
��� 6(2 ���������� 
���� �
�
:�����
�
� :������ .��
��

����$����$ �"�� %� &� &�

6 %
�! C C
6( %
�!�! &
���! C
6(2 %
���0 &
�! &
�1

+��� �
�� �
� 6������ B������� .��
�� ������ �� 
��� �� �
� ��������� ����
�������� 
�� �� �$���
���� �� �������� � �
�� ������������ �

�� &3� ���������� �"����7 4��3��; �
�� �� � ����������� ���
���
� 	
������

���� ������������ ������� ����� �
� ���������� ���� %� �� ��������� 
���� �
� ������
���������� �
��
� ��� ���������� ������
���� �� �������� ������
��� ���� � �������
����� ������ 	��
 �� �������� �
�� ��������� �� �������� �� �� �������� ���������
��� �� ����
���� �
��
�� �� :
������ * ��� -� �
�� $��
� �� ���������� ���� �� ������
�
� 
������� ���� %
� ��� �
� ���� ������ ��� ��� ����������� �� ��� �� ������ �
�

������� ������ &
� �
� ���������� ����������� �� � �
������ �� %
 ��� &
� �� ���$���
� ������� ����������� �������� �� �
� 6������ B������� .��
��� ��� ��$�� ��
����� ��"�

�
� �	� G������C+��
��� 6(2 �
���� ���
��� ���$��� � 
���
� 7�
�� �� �

��8
��������� �������
� �
� ������� ������ ������ ���
���
�� ����
���� �� :
������ *
��� - 
�	�$�� 	��� ��������� ����� ������ ������ ���
������

9� �
� �	� ���
���
��� �
� 6������ B������� .��
�� �� �
� ������� ��� �����
����
���$� �� ���������� (� ��������� �
� ����
������ �� 
 ��� 6 �� $��� �
�&����$��
��� ��� ���� �� �������

�
� :�����
�
� :������ .��
��� ���
�
�
 ���� ����
���$�� 
�� �
� ��������� ��
��$� ������ ���
���� �
��� �� �
� ���� 
�	�$��� ������
����� 	��
 
��
 �����������
���$�����
������� �
�� �� %
 �� ��������� �� �������� �� ����
��� ���$� �
� ��������
��������� $��
�� �
�� �
�� ����������� ��� ���
�� ���
����� �� ������ �� �
� �������

��	��	
� ��	���	�

 �
� �
	����� ��
����
9�� �� �
� ��������� �������� �� ������������ 6(2 ������� �� �
�� �� ���
����
���
������ ��� �������� 	����
�� #���� �
� ����� �� ��$����� �� ���� � ������� $��$��

�� �
������ ������� ���� �� 
�� ���
������ ���������� �
� ������
�� �� �
� �������
������ �
��
�� 
�� �� ������� ,�	�$��� �� �
��� �� � ���������� ���	��� ������� ���
����
��� $��
��� �
� ���
����� ����� 	��� ��
�� � ������
��� �������� �� �
� ��������
����� �������� �� �� �������� 	����
�� '
�� �
� ����� ���� �
����� ��� ����� �
�
�������� ���� ������ �� 7
�	����8 ��� �
�� ��� ��
�� ���� ���� ������ ��� ��������
������������ �
� ���
���� �� �� ����� �
� ��%��
� $��
� �
�� �
� �������� ����
��� 
�$��

��	�����		� �	�
�	� ���
��� �




������������	
�����
����������������������������� � 
� � ����������� �������� ����� 

����� !��������
�� ���� '���(���(� -!'. 	�
����

6����������� ��
� 2���$���$� ������� ������ �� �%������� ��

��� � %���� � %"
��

��
���4" 

������ <������ ����������

1�� � %� � � %"

%�

� �
��� 

� %� � � &��� 
��� ���4� 

�
� ����
���� �� � ����$���$� ���� �� �
� ���������� ��������� ��$�� �����$�� �������
��� ���������� �
�� �� ����
���� �� ���� ������ �� :
������ * ��� -�

��� ���� ����
 �2������

������� ��8�� :+: .��
�������� 6��������� :������ �#�� ���� �������% ��
������8��� 
�
� �
������ ������
������ ��� ����� ������� �������������� �� � :+: ���
����
���� �� �
�	� �� ���
��� ���5 ��� ����� �
� �
��������� ������� ������� 
��� �� �
���
�� ������� �
� ���������	 ��� �
� 
�� �� �������
������ ������������� �� ��������������
�
�� ����� �
�� �
� ���������� ������� ������ 	��� 
�$� �� �������� ��� 	��� ���������
������
�
��� �� �
� 
������� ���
��� ����
���� �� �
� ����������� �������

2������ ��� �� ������
��� �� � �
���� �� 	���;

�� # ���3��� �����3�� �� �3� �������$�9; �
�� �� 	�����
� �� ������ ��� ������� �
�
��&����$� �� � ������������� �������

�� +������" 	���
���; � ������ ���� � ������ �
�� �� �
� ����� ����$���$� �� �
�
�
��
� ����� $������� 	��� ����
�� � ������� ���� �� �
� ����������� ��������
�
�������

�� *6 ����$��; � 62 ���������� 	��� ���� ���$��� � ������� ����� ,�	�$��� �
�
��������� �����=����� 	��� ���
��� �� ���������� ������ �� ����$� 
�	����� 
��

����
���� ����� ���� :
����� - ��� �
��
�� ������� �� �������� ������������ �

.��� ���
�������� ���
����
���� ������ $������� �������� �� ������ �
� ���������
�������� #���� �$���
��� �� � �
����� ��������� 
�
���� ������ �� ���������� �
�
������� ����������� ��� �
� ������ �
�� �� 
����� �� ��������

��� �
�� ��
��� �
� ���
�������� ������
������ 	��� �� ����������� �
� ���� ��
�
�	� �� ���
�� ���5� 	��
 �
� �%������� �
��;

�� � ������% 	��� �� ������ ���	��� �
� ���$������� ��� �
� ���������	 �� ���$���
���������� ����
��

��� �
� ���
��� ����� ��$����� 	��� �� ����
��� �� � ������ ������������ ������
�
��� �����
�� �� �
� ������ �
�� 
�� �
� ��$������ �� �������� �
� ����� 7	��
��
�
� ������������8 ��� 
���� ���$����� ���� ���
���� ��������

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ����������� �������� ����� 

�"���� ������� �"����� �0�������; '��
 ��������� �� ���
��� ���� ��� ��"�

�� ����$����$

6����������� �������� ���� %��>$� 

:������ ������ 1��� � %������ � ����  
���4* 

!� *�9�$ �����	��$

@��� %!�>$> 

:������ ������ 1!�� � %!�1��� � �!��  
���4- 

"� 6� ��$.������$; ����� ����������� 	��
 �������� �
������ �� �
�	� �� ���
�� ���0�
(� 	��� �� ���
��� �
�� �
� ����� ���� �������� '	 $
	 �� ����� �������� 	��
 �
�
�������� �� �
� ���
��� ������ ��� �
������� ��� �� �������� ,����� 2: ���$��
����� ���� %" �+�$> �

.���� ����
� &��� � %"1!�� ���40 

�� ���$
��: �������$�9 ��� ���3������
��; '��
 ��������� �� ���
�� !�4 ����������
������� �� � ������% � �
� �������
��� 	��� 
�$� =��� $����
� �������� ��� 
����
��
����� �!�!! � 
���� <������ ��������� �������

��� � �

�
�&��� � (��!����  ���41 

�
� �
��
� �
��� �� �
�� ���� �� �
� ���� ����	� 	
��
 �� ���
��� �� 
�$� =��� ������
�� ������� (� ��� $����
� �������� ��� �
� ��������� �������� �� �
� ���
���������
��� ���������	 ��� �
�	� �� ���
�� ��"5�

��� ���������	

'��� �� � '��� �
�


��� ���� � )�� ���� 

��

)�� � 
��� 
���� 

���� 
���44 

bX t( )

θo( )t

x t t to o o( ), ( ), ( )x 1

F t( )

P

m

���� ���% #
������� ���	
��
 �� �����
�
�� �����������������

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ����������� �������� ����� 

+�	 �
� ����
 � �� �
� ���������	 ��

� � ���� 

���� 
����55 

#
�����
���� ����55 ���� ���44 

)�� � 
��� 

�
����5� 

�
� ��
����� �� ������ ��� �
� ���
��������� ��

)�� � ���� ����5! 

3�
����� ����5� ��� ����5! ��$��

��� � �



� ����� 

������ <������ ����������

��� � �



� ���!����  ����5" 

3�
����� ���41 ��� ����5" ��$��

���!���� � 


�
&��� � (��!���� 
� �

����5� 

+�	


$� � ���� ����� �

���� � ����� 

,����

�!���� � ��!���� 

���

���� � ���� 

�
����5* 

3�
����� ����5* ��� �� �
�����
��� ���� ����5� 

���!���� � �&��� � �(� �
�
�!���� 

��

�&��� � ��� �
!(�
�

� �
�!���� ����5- 

��$��� �
� �������� �
������ ��� �
� ������%� ���������	 ��� ���
��������� ��

��

&�
�� � �

��� �!(���� 
�! ����50 

	
��� �
� ���� �!(�$* ��� �� ���������� �� �� ��
�$����� ���� �� (� �������� �� �
�
���
����������

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 

 � ����������� �������� ����� 

*� &��3�7���$���$

@��� �! �> �$��� 

�������� ������ �!�� � �!����� ����51 

��� ���� ��
����� ����5* 

�!�� � �!

�
����� ����54 

-� *������� �$�������$

@��� ���>$� 

�������� ������ ���� � ������ �����5 

�
� ������ ������� ������� ��
������ ��� ��	 �� �������� �� �
� ����� �������
�
�	� �� ���
�� ��"�� )���� ��
����� ���� � �
� ���������� �������� �
������ ��

��� � %!%"��

� �!�� �!(� �� %!%"��!
������ 

������ 
���� ��
����� ���� � �
� �$����� ����������� �������� �
������ �������

��

��
�� � %�%!%"��

��!�� �!(� �! � %!%"��!�� %�%!%"����
�����! 

	
��
 ��� �� 	������ �� �������� ����

��

��
�� �

�
��

�!���!(�
%�%!%"����

� �
�! � �!

%����

� �
�� �

�����" 

X sd( ) +

–

X s( )m

K1 K2 K3

Machine
TableController

U s( )1
+

–

B s( )2

Power
Amplifier

DC
Servomotor Integrator

sX so( )
U s( )2 T s( )m X s( )o

Tachogenerator

H2

H1

s oθ ( )s 1
p

n

pm n I+
2

m
p

s
s
1

Position Transducer

���� ���� ����� ���	
�� �� (3( ������������ ����
�� 
�
����

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � 
	 � ����������� �������� ����� 

�����	�������; �
� :+: ���
��������� ������� ������ �� �� �� ���������� ������ 	��

� �������� ���� �� 5�� ��������

����$�� �$�
���; �� ������ �
� ���������� ���� %� �� ��
��$� �
� �������� ���� ���
���
���������� �������� �� ���$��� �������� ��������

�"���� ��$�����$�

%! � !>$> %" � � +�$>

� � �5 � � � � * � �5�" �

� � *5 �� (� � �5 � �5�- ���!

�� � -5 >$�

����������� �	 %�; (� �������� �
� �������� ���� �� � ������ 	��
 �������� ������� ��
��
�� �� �
� �������� ���� �� �
� 
������� ������� �� ��� �� ���� �� ���
�� "��4�

�
�� ��� �� ������������ 
���� ��
����� �"�-! ��� �������� �������

���� � E� � ������� � ��� F

	
��

� � !	���

���� � � � ��!	�� � !	 
� �

� 5�41- ������ 

�

�� ��� � �������� ���� �� 5�� ������� ��� � ������ �
�� �� ���������� ������� �
�

������� ���
��� ����
���� ��

�� � !	

5��
� -!�1� ���$� �����* 

:�������� �
� ����������� �������� �
������ ��$�� �� ��
����� �����" 	��
 �
�
�������� ���� ��$�� �� �"��! 

�!
� � %�%!%"����

�!�� �!(�

� �
�����- 

,����

%� � ��!�� �!(� �!
�

%!%"����

� ��* � �5�" ! � *5� � ��5! � �5 � �5�- 

�! � � � �5 � * � �5�" � -5 

� �
� -!�1�!

� 5�"-* >$> �����0 

������ ��������� ��
����� �����" 	��
 �
� �������� ���� �"��! 

!�

��
� �!

%����
�����1 

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ����������� �������� ����� 

,����

�! � !�%����

��

� ! � � � 5�"-* � * � �5�" � -5

-!�1�

� "��1* � �5�" > �$��� �����4 

������� ��8�� ��������
�� ������� ������ �#�� ���� �������% �� ������8��� 
�
� ������� ���� �� � ��������
�� ������� ������ �� �
�	� �� ���
�� ��- 	��
 �
�
������������� ����� ������� ��$�� �� ���
�� ��0�

�
� ������ $�������� ���;

���� � 2������ ��������
�� ��: 

���� � .���
��� ��������
�� �> 

���� � ���
�� ��������
�� ��: 

���� � ��������
�� �� �
���
������ ��: 

��� � :������ ������ �$ 

�.�� � @�� ���	����� ��"$� 

,��� � ,��� ���	 ���� ���� �H$� � ' 

,��� � ,��� ���	 �
�
�
 	���� �' 

�"���� �0�������

�� ����$����$; �
� ������� ������ �� 6(2 �� �
� ���� ��$�� �� ��
����� ���4� 

1�� � %� � � �

&��
� &��

� �
����� � ����  ����!5 

!� ��� �������� .��.�; �
�� �� ���
��� �� 
�$� ����������� �������� �� �
� ����

�+

1
�� � %!

� � &��
����!� 

	
��� %! �� �
� $��$� �������� ��"$� > �

"� ��� 
�$��$; �
�� ���$���� ��� ���	����� �.�� ���� 
��� ���	 ,��� ����;

,��� � %"
�+�� ����!! 

	
��� %" �� �
� �
���� �������� �'�$�" �

�� 
��� �"������; �
� �
����� �������� �� �
� ���� ���

,��� �,��� � ��
���

��
����!" 

3�
����� ����!" �� ������� �� ��
����� �!�*� � 	
��� �� �� �
� �
����� �����������
�� �
� ��� �� �
� �����

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � 
� � ����������� �������� ����� 

�
� 
��� ���	 �
��
�
 �
� 	���� �� �
� �
������ �� �� ��$�� �� ��
����� �!�*" � ����

,��� � ����� � ����  


�
����!� 

	
��� 
� �� �
� �
����� ���������� �� �
� 	����� ��� ��
����� �!��0 �
#
�����
���� ��
����� ����!� ���� ����!" ��$��

,��� � ���� � ���� 


�

� �
� ��

���

��
����!* 

.
��������� �
��
�
 �� 
�


�,��� � ���� � ���� � 
���
���

��
����!- 

������ <������ ����������


�,��� � ���� � �� � 
���� ���� ����!0 

3�
����� ����!0 ��� �� ����������� �� ����� ������� ���� �� �
�	� �� ���
�� ��"!�

*� &3�$������$; �
� �
��������� ��
����� ��

���� � ������ ����!1 

�
� �������� ����� ������� �� �
� ��������
�� ������� ������ �� �
�	� �� ���
��
��""�
���� ���
�� ��""

%�%!%"
��&�&��
! � &��� � ����� �������  

&���� � &�� 
� ���� � �� � 
���� ���� ����!4 

Q s( )i
RT

θ ( )ss

1
1 + R C sT T

θ ( )so
+

+

���� ���� ����� ���	
�� 
��
�
�������� �� ��� ���
��� �������
 �� ��� 
����

θ ( )si

θ ( )sm

PID Controller

K1 1+ 1 +T s
dT si 1+T si

K2
U s( ) V s( )

K3

Q si( )
RT

+

+
1

1 + sR CT T

θo( )s

H1

+

–

Valve Burner Room
θs( )s

���� ���� ����� ���	
�� �� �����
���
� ����
�� 
�
����

�� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � 

 � ����������� �������� ����� 

3�
����� ����!4 ��� �� ����������� �� ��$�

���� �
�
��

�&�&��
! � &��� � ���� � &�����&�� 

%���
���� 

&�&�&!

%���

� �
�" � &��&��&! 

%���
� &�&�

� �
�! � &�

�
%���

� �
� �

�� �
����"5 

	
��� �
� ���	�������
 ���� %� ��

%� � %�%!%"
� ����"� 

����$�� �$�
���; @�$�� �
� ������ ����������� �
� ������� ������� �� �� ���������
�
� ���������� �������� ��� %�� &� ��� &�� �
�� 	��� �� 
��������� 
���� �
� G������C
+��
��� ������� �������� ���
�� ��������� �� #������ ��*�*�� �

�"���� ��$�����$�5

%!%" � *'$> 
� � 5��A�$H

�� � 15 H$A �� � ��5>$A

&� � � �������

*$����� $������� ��$.�; �
�� ��� �� �������� ���� �
� ���	�������
 �������� �
������

��

1
�� � %!%"
�

�� � &�� �� � 
���� 
����"! 

(�������� $��
�� ���� ��
����� ����"! ��$��

��

1
�� � 5�*

�� � �� �� � 1� 
����"" 

���
�� ��"� �
�	� �
� �������� �� � 
��� ����� �� �
� ������� �������� �
�$��
���� �
� 
 ��� 6 $��
�� �������� ���� �
� ������� �������� �
�$�� 
���� �
�

G������C+��
��� 6(2 ���������� �������� ��$�� �� ����� ��!

%� � ��!$
6 � !-����

&� � !6 � "�5 �������

&� � 5�*6 � 5�0* �������

���
���� �
�� �
� ��������
�� �� �
� �
���
������ ���� ������� ��������� �
�
����������� �������� �
������ �
���� ��
����� ����"5  ��� �
� ��������
�� �������
������� ��

��

��
�� � �!�!*�! � "�� � 

0�"���" � *�55��! � "�!!4�� �
����"� 

�
� �������� �� � ���� �
���� �� �
� ������� ��������
�� �� 5C!5 �: ��� �
� �������
���� �������� �
������ ��$�� �� ��
����� ����"� �� �
�	� �� ���
�� ��"*�

���� ���
�� ��"*� �
� ����� �� �
������$� ����� ��

��

�!
� 1�4!

��41
� ��* ����"* 

��	�����		� �	�
�	� ���
��� ��



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ����������� �������� ����� 

�
�� ����������� �� � ������� ����� �� 5�!"� �
��� $��
�� ��� $��� ����� �� �
�
G������C+��
��� �����
� $��
�� �� ��5 ��� 5�!� ��������$����

������� ��8�! #
�� �
������� �#�� ���� �������% �� ������8!�� 
� �
�� 
�� ��% ������������������� ���� �� �� ���� �� ��$� �� ��% ���������� ���
�����
��
���� ������ �
��� ������ ������� C �
��� ����	��� � �	�� �������� ��� 
��$�

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0
0 D=1.55 10 15 20 25 30 35 40 45 50

R=0.0306

Time (s)

A
ct

ua
lT

em
pe

ra
tu

re
 (

°C
)

���� ���� �
���

 
������� ��
�� ��
 ��� �����
���
� ����
�� 
�
��� 
���� �� #�	�
� 0�44�

a1

35

35

30

30

25

25

20

20

15

15

10

10

5

5
0

0
Time (s)

A
ct

ua
lT

em
pe

ra
tu

re
 (

°C
)

a2

���� ���� (��
������� 
��� 
�
���
� �� �����
���
� ����
�� 
�
��� �
��	 �/! ����
����
 ����� �
��	
5��	��
,3�����
 �
���

 
��������������


		 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ����������� �������� ����� 

�$������� �����
�� 	��
 �
��� ���������� ������� C ����� ����
 ��� ��	� �
�� ��������
��������� �������� ���
� �
� ��	 �%�� ����� 
������ ������� �����

���
�� ���! �
�	� � ������� �
�� �
������� ������ ��� ���
�� ���" �
�	� �
�
������������� ����� �������� B������� ���
� �
� ��	 �%�� �� �� ������ �������� ���
�
�
� -� �� $������� �%�� �� �
� $������ ������ �
� 7$8 ��������� ����� $ �� �
� ������ ���
��	������ ,���� 
����������� ������������ ��� �
� ��	 �%�� ��� �
������� ��$�� �
�
�
������� 7$8� I�	 
����������� ������������ ��� ��$�� �
� ������ 7;8� (� �
��
�������� �
� �������� �� �
� �������� ���� ��� ����������

�
� ������ $�������� ���

���� � 2������ 
������ �������� 

���� � ���
�� 
������ �������� 


�� � B
���� ����� �������� 

���
�� ��"- �
�	� �
� 

�� ��������� �������� 2���
������ ������� �	���� 	�$�� ���
�
����� ��� ��� ����
����

�"���� �0�������
�� ���� �"������; (� ���
�� ��"-� �� � �� �
� ����
 ����������� ������ 	
��� �� ��

������� �� ����
� ��� ������ ��� ����
��� 	��
 ������� �� ��� � ���������� ���
��

��� ������ �� ������������ �� 
���� 	��
 �
� �%������� �� �
� �
����������� 	
��


�� ���� �������� �� �� �����
��� �� �$��� ������$� ������������ �� �
� 

�� ��������
�
�������

I
Desired Course

Actual Course

Xo

ψa( )t ψa( )t

N tδδ( )

N tψ ( )r aψd( )t

ψa( )t

Iz

G

δ( )t

Yo

���� ���� #
������� ���	
�� �� 
��� ���� �������
�

��	�����		� �	�
�	� ���
��� 
	




������������	
�����
����������������������������� � ��� � ����������� �������� ����� 

���� ���
�� ��"- �
� ��
����� �� ������ ��� �
� ��	 �%�� ���
4@ � (= ����� 

�;

��  � �;�
�����  � (= ����� 

����"- 

������ <������ ����������

;

�� � �(=�
! �;�� ���� ����"0 

,���� �
� 

�� �������� �
������ �������

��



�� � ;


��(=��;� 
����"1 

!� ����$�� ������; (� �
�� ����� �
� �
������� ����������� �� ���������� �� ���$���
������������ ������� �����


�� � %������ � ����  ����"4 

"� �"$���������; �
�� ���$���� � ����
��� 
������ ������������ �� �
� ���
��

������

���� � ������ �����5 

:�������� ��
������ ����"1 � ����"4 ��� �����5 ����
��� �
� ����� ������� �
�	�
�� ���
�� ��"0�
)���� ��
����� ���� � �
� ����������� �������� �
������ ��

��

��
�� �

%�%!;


��(=��;� 

� � %�%!;
��

��(=��;� 

������ 

3�
����� ������ ���������� �� ��$�

��

��
�� �

�
��

(=
%�%!;
��

� �
�! � ;�

%�%!;
��

� �
�� �

�����! 

ψd( )s

ψ ( )m s

Autopilot
Steering

Gear
Rudder

Characteristics

Hull
Dynamics

K1 K2 Nδ
1

s I s N( + )z r

H1

Gyro-Compass

U s( ) δ( )s+

–

ψa( )s

���� ���" ����� ���	
�� �� 
��� ��������� ����
�� 
�
����


	� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ����������� �������� ����� 

3�
����� �����! �� �� �
� �������� ���� ��$�� �� ��
����� �"��! �

����$�� �$�
���; ��� � �������� 

��� �
� ������� ������� �� �� ��������� �
� �
�������
������� �%� �� ���$��� � ������������ ��������� ��������� (� �
�� ����� �
�� 	��� �� 	
��
�
� ������� ����� 
�� � $��
� �� 5�*� ���� �� �� ���������� ��� �
� ���� ����� ��������
���� ��� ���������� �$���
����

�"���� ��$�����$�; �
� �
�� �� �� ���������� �� � ����� $����� �� �����
 �-� � 	��
 �
.�B(+3B ���� 

�� �� ����� ������������ �0 555 �������

%! � ��5 ���$> ;
 � 15 � �5- +�$���

;� � ! � �54 +��$��� (= � !5 � �54 �� �!

�� � ��5>$���

(�������� $��
�� ���� ��
����� �����! ��$��

��

��
�� � �

!5��54

%��15��5-

� �
�! � !��54

%��15��5-

� �
�� �

�����" 

	
��
 ���������� ��

��

��
�� � �

!*5
%�

� �
�! � !*

%�

� �
�� �

������ 

:�������� ��
����� ������ 	��
 �
� �������� ���� ��$�� �� ��
����� �"��! 

�

�!
�

� !*5

%�
�����* 

���

!�

��
� !*

%�
�����- 

@�$�� �
�� � � 5�*� �
�� ���� ��
����� �����- 

�� � %�

!*
�����0 

#
�����
���� �����0 ���� �����* ��$��

!*!

%!
�

� !*5

%�

,����

%� � -!*

!*5
� !�* �����1 

��� ���� ��
����� �����0 �

�� � !�*

!*
� 5�� ���$� �����4 

��	�����		� �	�
�	� ���
��� 
	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ����������� �������� ����� 

���� ��
������ �"�*1 ��� �"�*4 �
� 
��� ���� �������� ��� �
� �
�� �
������� �������
������ �� ��$�� �� �
� �%��������

���� � � � ��5�5*�� ��� 5�51--�� 5�*00 ��� 5�51--� ����*5 

���
�� ��"1 �
�	� �
� ������ 
��� ���� ��������� ���� ���
�� ��"1

��" ������� ���+����

������� ��<
��� �
� ����� �������� �
�	� �� ���
�� ��"4 ���� �� �%�������� ��� �
� ��������
�
��
� 	
�� ��� ���
�� ��� ���
������
����

���������

�� ��� � ����� �!�� �"��  
��� ��"�� ����!�� �"��  
!�� 
���"�� �!�� ��!�� �"�� ����� �!�� �"�� ���� 

�� ��� � ����� �!�� �"�� ����  
��� � ����� �!�� �"�� ���� ����  
!�� � ��"�� ����  
"�� 
���"�� �!�� ����� �!�� �"�� ���� ���� 

������� ��=
�
� ����� ������� ������ �
�	� �� ���
�� ���5 �������� �� �� ���������� � ������
���������� 2: ���$������ ��� � ���
����������� �
� ���� �������� �� � ���� ��
������ �� ������� ( ��� � ��
�� ������ �� �
� ������ ���������� ���;

( � 5�0* �� �! � � 5�*+��$���

%! � *+�$� �� � 5��>�$���

1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Time (s)

A
ct

ua
l H

ea
di

ng
 (

ra
d)

���� ���# 6��� 
��� 
�
���
� �� 
��� ��������� ����
�� 
�
���� %�
�*��� 7�� 89:; < '4 
�����
�
��
�����	� ���

���� < &1�4:�
 ������	 ���� 7���':; < =&
�����
�


	� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ����������� �������� ����� 

���� �
� $��
� �� %� �� ��$� �
� ������ � ����������� ���� �������� �� ��� �������
'
�� �� �
� ������������ $��
� �� ���� 	
�� .��� 
�� � $��
� �� �5 >�

��������
5�* �?>
""�" ���?�

R1 G1

H3

G2

H2

G3

H1

+
C

–

+ – +

–

+ +

R2

(a)

+

–
+ +

–
–

+

+

C

(b)

R1
G1 G2

H2

G3

H1

R3

G4

R2

���� ���$ ����� ���	
��
 ��
 ���
������� 
�
���
�

v ti( )

v to( )

Amplifier

Field
Coil

I = constanta

Tachogenetator
H1

D.C. Servo-motor

i t( )f

–

+
I

K2 ω ( )to

K1

C

���� ���%  ���� ����
�� 
�
����

��	�����		� �	�
�	� ���
��� 
	�



������������	
�����
����������������������������� � ��	 � ����������� �������� ����� 

������� ��>
���� �� �%�������� ��� �
� ����������� �������� �
������ �������� ���� ��� ���� ���
�
� ���
��� ���������� ������� ������ �
�	� �� ���
�� �����

��������

��

��
�� � �

(�
%�%!%"�

� �
�! � �5�%!%"�!��

%�%!%"�

� �
�� �

������� ���?
� 
����
��� ���$����
����� �������� �� �
� ������$��$�?���
���� �����������
�
�	� �� ���
�� ���4 �����
�� 	��
 � 7	������ ����8 �������� ������� �� �
�	� ��
���
�� ���!� �
� ������$��$� ������������ �$�� �� ��$�� �� �
� ���������
��

Error
Detector

+
Velocity Feedback

θi( )t
θo( )t

K1

Amplifier
i tf( )

Field Controlled
D.C. Servo-motor

Positional Feedback

θo( )t

I = constanta

Gear ratio ‘n’
Tachogenerator

H1

Io Co

K2 K3

���� ���� ��	���
 ��
������� ����
�� 
�
���� �& < >

�
 �������
 	��� 7?$
��;� �' < ��������
 	��� 7�$?;�
�4 < "���
 ���
���� 73�$�;� � < -��
 
����� �& < *����	���
���
 ���
���� 7? 
$
��;� �� < ���� ������
�� ���
��� 7�	�';� �� < ���� ������	 ����������� 73�
$
��;�

a

b

x ti( )

x ( )v t

xo(t)

Spool-Valve

Hydraulic Actuator
m

���� ���� @��
����� 
�
���������
� ���� A������	 ����B �������� �����	��


	� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ����������� �������� ����� 

�$�� � 


�� 

� �

���� � �

�� 

� �

���� 

(� �
� ���	�������
 �������� �
������ �� ��$�� �� ��
����� ���*0 � ���� �� �%�������� ���
�
� ����������� �������� �
������ �������� ���� ��� ���� � �
� ������ ���������� ���

� � *5 �� +� � � � �5�" �" � � ���@6�
# � 5�5� �! %� � �5�5�!$� %� � - � �5�4 �*$+�
�� � - � �5�4 �*$+� � � 
 � 5��* �

��������

��

��
�� � *55

5�"*0 � �5�-�" � 5��! � �5�"�! � �� *55

������� ����
� ���$����
����� �������� �� �� ���������� ���
���� ��� ������ �� �
�	� �� �����
������� ���� �� ���
�� ���"� (� �
� ���
� �� �
� ������ �� � �������� $������� �� �
�
����

���� � !�

���� �� �%�������� ��� �
� ���� �������� �� �
� �������

��������

���� � 5�--0�� 5�5!!! � ����5�5!!! ��� 0�-1�� 5�51" ��� 0�-1� 

������� ����
���
�� ���� �
�	� �
� �������� �� � ����������� ��������
�� ������� ������� �
������������ ���������� �������� �
� ������� $��
� ���� 	��
 �
� ����
��� $��
�
.��� ��� ���$���� � ������� ������ ��� �� %� ����� �
��� ���������� �� ���
��� �
� $��$�
��� �
���� 
���� �
� 
��� ���
� �� �
� �$�� ,��� �� %! ����� �
� ������� �������

θi( )s +
Amplifier Actuator

2
s s(1+0.5 )

Sensor

3

5
θ ( )to

–

���� ���� ����� ���	
�� �� � 
�
���������
��

��	�����		� �	�
�	� ���
��� 
	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ����������� �������� ����� 

�
� 	���� �� �
� �$�� 
�$� � �
����� ���������� 
� ��� �
� �$�� 
�� � �
�����
����������� �� ��� ��������� ��������
�� ���� � �
� 
��� �������� ��
����� ��� �
�
�$�� ��� �� 	������

,��� � ���� 


�
� ��

���

��

�
� �
��������� ��� ����
������ ������ ���� � ����
��� $��
� ���� ����� ���� ��
�
� ����������� �
� ������ ���������� ���

%� � * %! � ��* H$> �� � �>$A


� � ! A$H �� � !* H�$'

)���
�� �
� ��������� ���� ��������
�� �
� ����������� ���� ��������
�� �
� ���������� ������������ ����� �� �
� �
��
� 	
�� �
� ������� $��
� �� ����
������

��������
�� *5 �������
�� "��!* �������
�� -�!*J

������� ���!
���
�� ���* �
�	� �
� ����� ������� �������������� �� � ������� ����� ����� ����
������� �� � 6(2 �����������

�� ���� �� �%�������� ��� �
� �������� �������� ��� 	
�� 
��� ��� 
!�� ���
���
������
����

�� )���� �
� G������C+��
��� 6������ B������� .��
��� ��������� $��
�� ��� %�� &�

��� &� 	
�� &� � �5 ������� ��� &! � !5 ��������

θi( )t

v t( )o

Proportional
Controller Valve/Burner

u t( )
Q t( ) Thermometeri

θ ( )to

R

C

Measurement Systems

K3

K2K1

���� ���� (��
������� �����
���
� ����
�� 
�
����


	� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ����������� �������� ����� 

�� (����� �
� $��
�� ���� �
� �%�������� ��
�� �� �� � )���� .��<�/� �� ��
��	����
��������� �
� �������� ��� 	
�� $��� �� � 
��� ���� ��� $!�� �� =���� '
�� �� �
�
����� �� �
������$� �����D

��������

�� ��� � %��&�&��
! � &��� � 
��� � &��
!�� 

&�&�&!�" � &��&� � &! � %�&� �! � &��� � %� � � %�

�� %� � �0�! &� � - ������� &� � ��* �������

�� ��� � �0�!�4�! � -�� � 

���!55�" � ""��1�! � �54�!�� �0�! 

!�0*

R s1( ) +

–
K1 1+ 1

T si
+ T sd

+ +

(1+ s)(1+ s)T T1 2

1
C s( )

R (s)2 Process PlantPID Controller

���� ���� �
���

 ����� ����
 �/! ����
���

��	�����		� �	�
�	� ���
��� 
	�



������������	
�����
����������������������������� � 		� � ������������ �������� ������

�

��������� ����	
 �
 ���
�
���
�

��� ��������� �� ��
���� �������

��� �������� �	 
 ����
� �
���� �� 
 �������� �
� ��� �����������

�
� ���
�
���
�� ����� ����� 
�� �������
 ���
��� �� ��� �����
��� ��
������ ����� ����� 
�� ������ ���������
�� �� ������
���
 ���� 
� �������� �	

���������
� 	����

�	 ��� ���������
� ����� ���

 
� ���� �����
���� ���� ��� �
���� �� �
�� �� �� ������� �	
��� ���������
� ����� �����
�� ���� �����
���� ����� ��� �
���� �� ���������� ���������
��
����� �	 ��
��� 
�� ����
��� �
����� 
�� ����� ��  ����� !�"� ��� �������
����� ��  ����� !�" 
�� ����� ��
����
��
 ��  ����� !�#� �$��� ��
� ��� ��  �����
!�# ���� ��� ��������� ��� ��  ����� !�"�� ��� ���� ��������� ����� ��  ����� !�# �
�
�� ��������� �
����
���
��
 
��
 �� �
� �%�
����

	���� � 
���� ������� �� �!�"�

 �� ��� �&���
����

	���� � 
��� ������ � �� �!�#�

 �� ��� �%�
����

	���� � 
���� �!�'�

 �� ��� �&���
����

	���� � 
��� �!�(�

 ��� �)�
����� �!�"�*�!�(�� �� �
� �� ���� ��
� ��� ��
�����
 �	 
 �
�
��� �
����
������� ���� ��� ���� �	 ��� ���������
� ����� �� ��� ���� �������� 	�������� �����
�� �� 	
�� 
 ��
� ���� �	 ��� ��
�
��������� �)�
���� 
� ����
���� �� ������� !�"�"�



������������	
�����
����������������������������� � 			 � ������������ �������� ������

mg

x to( )

N

(c)  Stable

(b)  Unstable

x to( )

(d)  Unstable

mg

N

x to( )

(a)  Stable

x to( )

��	� ��� ������ ��� 	�
����� 
�
���



A

A

A

t

A

(a)

t

tt

(b)

(c) (d)

x t( )o

x t( )o x t( )o

x t( )o

��	� ��� ��������� �����
�������� �� 
����� ��� 	�
����� ���� ��
���
�



��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 		
 � ������������ �������� ������

����� ��������� �
� ����� �� ��� �������������� �������


��� ��
�
��������� �)�
���� �
� ��	���� �� ������� '�+�# 	�� 
 ������������ �
���� 
�

��# � �� � � � , �!�!�

��� ����� �	 ��� ��
�
��������� �)�
���� ����� �� �)�
���� �!�!� ���� ����� �� �������
'�+�#� �� ��

�"� �# � �� �
������������������
�# � (��

�

#�
�!�+�

����� ����� ��������� ��� ��
������ �������� �	 ��� �
���� 
�� 	�� 
 ������������
�
���� �
� �� ������� 
�

�
� -����
�����

�" � ��"
�# � ��#

�!�.�

��� /�����
� �
�����

�" � �# � �� �!�0�

��� &�����
�����

�"� �# � ��� 1� �!�2�

�	 ��� ���		������ � �� �)�
���� �!�!� ���� �� �� ���
����� ���� ��� ����� ����� ��

�"� �# � ��� 1� �!�",�

��� ����� ����� �� �)�
���� �!�2� ������� 
 ��
��� �������� �	 ��� 	��� ����� ��
 ����� !�#�
� 
�� �)�
���� �!�"�� �����
� ��� ����� �� �)�
���� �!�",� ���� 
�
����
��� �������� 
� ����������� �
  ����� !�#��� 
�� �)�
���� �!�#��
��� ���
 ��		������ ������� ��� ����� ����� �� �)�
���� �!�2� 
�� ����� �� �)�
����

�!�",� �� ��� ���� �	 ��� ��
� �
��� �	 ��� ��
� �
�� � �� ���
���� ���� ��� �
���� �� ��
����
��� �	 �� �� ��������� ��� �
���� ���� �� ����
���� ���� ����� ���� 	�� �
����� �	 
�

������ �� �� �����
� �� �
� �� ��
���� 3�	 
�
 �	 ��� ����� �	 ��� ��
�
��������� �)�
����
�
�� �������� ��
� �
���� ���� ��� �
���� ���� �� ����
���4�

��� ��� ������ ��!��" ��������� ��������


��� ���5 �	 6���� �"2,!� 
�� 7�����8 �"0.!� ����� 
 ������ �	 �����
���� ���
�������� 
�� ������ �	 ����
��� ������ ��� ��� ����� �
���� /������� ��� ��
�
�����
����� �)�
����

���
� � ���"���" � � � � � �"� � �, � , �!�""�

��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 		� � ������������ �������� ������

��� 6����*7�����8 ��
�����
 ��������� ��
����

�
�  �� ����� �� �� �� ����� ���� �������� ��
� �
��� ���� ����� �� 
 ������
�
� ��� ���
��		������� ��������� ��
� 
�� ���		������� �� ��� ��
�
��������� �)�
���� �
�� ���
�
�� ���� 
�� ��
� ���� 
�� 8����

�	 �
� 
���� �� �
���	���� ���� ��� ������
�
 
�� ��		������ ��������� 	�� ��
�����
 �� ������

��� 
�� ��� 7�����8 ��������
��� �	 ��� ���
����
� 
�� ��������� �� 
�����
�����

��� 
�� ���		������� �	 ��� 	���� ������ �	 6����4� 
��

 �
�� ��� �
�� ����� ���

������ �	 ���� ��
���� �����
�� ��� ������ �	 ����
��� ������

��� 7�����8 ��������
��� 
��

�" � �" �# �
�" �'

�, �#

����
����

�' �
�" �' �!

�, �# �(

�" �'

�������
������� �( �

�" �' �! �.

�, �# �( �+

�" �' �!

�# �(

�����������

�����������
����

�!�"#�

6����4� 
��

 �
� �� ������� �� ��� 	��� ����� ��  ����� !�'�
�� 6����4� 
��

  ����� !�'

�" � "

���"
���" ���'
�� ���#

����
���� �# � "

���"
���" ���!
�� ���(

����
���� ���� �!�"'�

�" � "

�"

�" �#
���" ���'

����
���� �# � "

�"

�" �'
���" ���!

����
���� ���� �!�"(�

6����4� ������ �� �
�
 �� 
���
 
�� �� ���
��
 ���� �� ���	������ �� ��� 7�����8
������)��� $��� ��
� ��� 
��

 �
� 
��� �� ��������� �� ��� ������� ������ �������
���� ���� ��� ���

··

q1

p1

··

s0

s1

sn–3

sn

sn–2

sn–1

c1

b1

an –1

an

c2

b2

an –3

an –2

c3

b3

an –5

an –4

··

��	� ��# ��	���
 �����


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 		� � ������������ �������� ������


	����� ��� �%�� 
��� 9������� "� 9"�!�
/���5 ��� ��
�����
 �	 ��� �
���� ����� �
� ��� 	�������� ��
�
��������� �)�
����

�( � #�' � �# � (� � # � , �!�"!�

���� �� 9�� ���		������� 
�� ������� 
�� �
�� ��� �
�� ����� :������ �� ���� #� ����
6����4� 
��



�, #

�" 0

�# �" #

�' # (

�( " " #

�!�"+�

��� ������ ��� ���� �	 ��� 
��

 �� �!�"+� 
�� ���
���� 	��� ��� ��
�
���������
�)�
����� ��� ���
����� ���		������� 
�� ����� �


�" � "

#

# (
" "

����
���� � "

#
�#� (� � �" �!�".�

�# � "

#

# ,
" #

����
���� � "

#
�(� ,� � # �!�"0�

�' � , �!�"2�

�" � �" �" #
# (

����
���� � �"��(� (� � 0 �!�#,�

�# � , �!�#"�

�" � "

0

0 ,
�" #

����
���� � "

0
�"+� ,� � # �!�##�

�� ��� 
��

 ����� �� �!�"+� ����� 
�� ��� ���� ��
���� �� ��� ������ �����	��� �����

�� ��� ����� ���� �������� ��
� �
���� 7���� ��� �
���� �� ����
����

����� $�%���� &���� �� ��� ���

���� 	��
 ��
���
� ��� ���
��������� �� � ������
���� ������

��� ����������� ��
��	�� 	������� 	�� 
 ������� �
���� �� ����� �
 �)�
���� �(�(�

�

�
��� � ����

"� ��������
�!�#'�

�� �����
�� ��� ��
�
��������� �)�
���� �� ���� �
���
 	����� �
 �)�
���� ��� �������
�
��� �	 ��� ��
��	�� 	������� �� 8���� 7����� 	��� �)�
���� �!�#'�� ��� ��
�
���������
�)�
���� 	�� 
 ����������� ������� �
���� ��

"� �������� � , �!�#(�

��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 		� � ������������ �������� ������


	����� ��� �%�� 
��� 9������� "� �	��������
 ��� ��� �
��� �	 ��� ����������
� ���������� �
�� �" �� �
5� ��� ������� �
����
����� ��  ����� !�( 1��� ����
����

��������
��� ��������� ��
��	�� 	������� ��

�������� � 0�"

���# � � � #�
�!�#!�

��� ��������� �
�� �����
�� ��

� � 0�" �!�#+�

������

�������� � �

���# � � � #�
�!�#.�

 ��� �)�
���� �!�#(� ��� ��
�
��������� �)�
���� ��

"� �

���# � � � #�
� , �!�#0�

��

���# � � � #�� � � , �!�#2�

����� �
� �� ��������� 
�

�' � �# � #� � � � , �!�',�

��� ��
�
��������� �)�
���� �
� 
��� �� 	���� 	��� ��� ����������� ��
��	�� 	��������
&���� �)�
���� �(�(�

�

�
��� � ����

"� ��������

;���� ��� ��������� ��
��	�� 	������� �� �)�
���� �!�#.�� ����� ���� �� ����
� ����

�

�
��� �

�
���#���#�

"� �

���#���#�
�!�'"�

C s( )R s( )

Plant
Control
Valve

Proportional
Controller

+

–
K1

4
s

2
( + +2)s s2

��	� ��' ���
������� ������� 
�
���


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 		� � ������������ �������� ������

<������
��� �����
��� 
�� �������
��� �
 ���# � � � #�

�

�
��� � �

���# � � � #�� �
�!�'#�

�

�
��� � �

�' � �# � #� � �
�!�''�

�)�
���� ��� �������
��� �	 ��� ����������� ��
��	�� 	������� �� 8���

�' � �# � #�� � � , �!�'(�

�)�
����� �!�',� 
�� �!�'(� 
�� �������
�� 
�� ���� 
�� ��� ��
�
��������� �)�
����� ��
���� �� ����� ��
� 
�� ����� 
�� ������� 
�� �
�� ��� �
�� ���� �6����4� 	����
����������� :��������� ���
���� �� 6����4� 
��



�, �

�" �#� ��

�# " �

�' " #

�!�'!�

�����

�" � "
" �
" #

����
���� � �#� ��

�# � ,

�" � �

�� ������� 
 ���� ��
��� �� ��� 	���� �������

� � # �!�'+�

7����� 	��� �)�
���� �!�#+�� �� �
5� ��� �
���� 1��� ����
���

�" � ,�#!

��������� �!�'+� ���� �!�',� �����

�' � �# � #� � # � ,

	
�����8��� �����

��# � #��� � "� � ,

����� ��� ����� �	 ��� ��
�
��������� �)�
���� 
��

� � �"
� � ,� 1

���
#

�


�� ��� ��
������ �������� ��

���� � 
��� � � ����
�����
#�

�
� �� �!�'.�

 ��� �)�
���� �!�'.� �� �
� �� ���� ��
� ���� ��� ����������
� ���������� �
�� �" ��
��� �� ,�#!� ��� �
���� ���� ������
�� �����������
 
� 
 	��)����
 �	

���
#

�
�
�=��

��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 		
 � ������������ �������� ������

����� ������� ����� �� ��� ����� �����

���� �� � ��	
 �� 
�� ��	�
 �
����
�	 ����� �� 
 8��� �� ��� 	���� ������� ���� 	������ �
����
���� �
���� ����
��
 �������
����� �� ���� ������� �������� �
 8���� ��� ������� �� ������ �
 ����
���� ��� 8��� ����

 ��
�� ������ � ����� �
� �� 
������ �� �� ������ �������� �� ���
����� >��� ���

��

 �� ��������� ��� ����� �	 ��� �������� �� ��� 	���� ������ 
�� ��
��
��� �


������� � �� 
����
�� 8����


	����� ���
�( � #�' � #�# � (� � ' � ,

�, '

�" (� +=�

�# � '

�' # (

�( " # '

�!�'0�

������������ �	 ������� � �� 
 ��
�� �������� �� ���
���� ������ �� 
��

 �!�'0�� �����
���� �� ��� ���� ��
���� �� ��� 	���� �������

���� �� ��� ������
� �� � 	
� �	� ��	

�	 
�� ��� �������� �	 
 �
������
� ��� 
�� 8���� ���� ���
 
�� ����
��� �
 ���
�����
����� �	 
� ��	���� ! ���!������� 	����� 	��� ��� �������� �	 ��� �������� ����


	����� ��"
�! � #�( � +�' � "#�# � 0� � "+ � ,

�, "+

�" 0='

�# + "+

�' # �"

�( # "# "+

�! " + 0

�!�'2�

��� �������� �	 ��� �' ��� 
�� 8��� �� 
��

 �!�'2�� 9� 
�����
�
 ���
����
� $��� ��
�����	��� 	����� 	��� ��� �������� �	 ��� �������� ��� ��(��
����

$��� � #�( � "#�# � "+

�$���

��
� 0�' � #(� �!�(,�

��� ���		������� �	 �)�
���� �!�(,� ������ ��� �������� �	 ��� �' ���� 
������� ���

��

 �� �� ����������

��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 		� � ������������ �������� ������

��# ����
����� �
������

��#�� ������ ����� �
� "����

��� ����������� ��
��	�� 	������� 	�� 
�
 	����
�5 ������� �
���� �

 �� ������� ��
��� 	
������ 	��� ����� �� �)�
���� �!�("�

�

�
��� � ����

"� ��������
� ���� � %�"��� � %�#� � � � �� � %���

��� ��"��� � ��#� � � � ��� ����
�!�("�

����� � � ��"� ��#� � � � � ��� 
�� ����������� ������ �� �
���� ����� ����� �
���� �
5�
�)�
���� �!�("� ��	����� �$��� ��
� ���
 
�� 
��� ��� ����� �	 ��� ��
�
���������
�)�
����� 
�� � � %�"� %�#� � � � � %�� 
�� ����������� 8����� ����� ����� �
���� �
5�
�)�
���� �!�("� 8����
��� �������� �	 ��� ����������� ����� �� ��� ����
�� ��������� ��� �
���� �	 ���

��
������ ���
����� �	 ��� �
���� 
� �
� �� ���� ��  ����� !�!� 9���� ��� ���������
��
��	�� 	������� �

 �� ��������� 
�

�������� � ��� � %,"��� � %,#� � � � �� � %,��

�� � �,"��� � �,#� � � � �� � �,��
�!�(#�

����� %,"� %,#� � � � � %,� 
�� ��������� 8���� 
�� �,"� �,#� � � � � �,� 
�� ��������� ������

X

X

X

X

X

X

XX X XX σ

X
X

X Xjω

��	� ��� ������ �� ���
������� ���� ��
����� �� ��� ������� �� 
�
��� ����
���� ��
���
�


��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 		� � ������������ �������� ������

��#�� ��� ���� ����� ������

���� �� 
 ������� �
���� ������ ������)�� ��������� �
 >�6� ��
�� �"2(0� ��
�
���������� ��� ����� �	 ��� ��
�
��������� �)�
���� ������������ ������ ���� ���
��������� �
��������
�� � �� �����
��� 	��� 8��� �� ��	����
�
��� ����� �	 ��� ������ �� ����������� ����� 
�� ������� �� ��� ����
��� ���� �� 


������� ��
��� ����� � � �� 1�� �� �� ������
�� �� �������� ��
� ��� ��
� �
�� � ��
��� ����� �� ��� ���������
� ���� �	 ��� ���� ��������� 
�� �	 �������� ���� �
5� ���
�
���� ����
���� 7����� 
�
 ����� �� ��� �������
�� ���� �	 ��� ��
�� ���������� 
�
����
��� �
����� ��� ��
���
�
 �
�� � �� ��� 	��)����
 �	 ��
������ ������
�����
>��� 
 ����� ������� ��� ��
���
�
 
���� � � ,� ���� �� ��� ��������� �	 �
����
�

��
�����
� ���� ��� ������� �
���� �� �� ��� ����� �	 ����
�����
� ����� ��
������ ������
�
����� ������� �����
��� ��� ���

� ��� ���
�� 
� 
 �����
�� �
����
��� ������ ������ ��)����� ��� ����������� ����� �� �� ������� �� ��� ����
�� 
� �

�� �
���� 	��� 8��� �� ��	����
� 
�� ���� 
 �
��� �	 � �������� �� ������� ��� ������
�

��
������ �������� 
� ��)����� �
 ��� ���	���
��� �����	��
����� ��� ���� 
��

�
�������� 
� ��������� ����� �������� �
 	� 
�� ������
�� 
� ��������� 8����
�������� �
 �� ���� ���
 ������


	����� ���
/�������� ��� ���������� ��
��
� 	�� ��� 	���������� ������� �
���� ����� ��
 ����� !�+�

��������
-�������� ��
��	�� 	�������

�������� � �

��
�!�('�

-�������� �����
� � ,

-�������� 8����� ����
/�
�
��������� �)�
����

"� �������� � ,

%����������� �)�
���� �!�'� �����

"� �

��
� ,

���� �� � � � , �!�((�

R s( ) C s( )
K
Ts

+

–

��	� ��( ���
������� ������� 
�
���


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ��	



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

6���� �	 ��
�
��������� �)�
����

� � ��

�
�!�(!�

>��� � �� �
���� 	��� 8��� �� ��	����
 ��� ����� ��������� 
� ��� ��������� ����
� � , 
�� ������
��� 
� ����� ��	����
 �� ��� ��
� 
��� 
� ����� ��  ����� !�.�
 ���  ����� !�. �� �
� �� ���� ��
� ��� �
���� ������� ���� ���������� 
� � ��

�����
���� �� ��
������ ����� �� 
� ����� ����� 	�� � 
� ����
�� 
�� ������� ��������
�
���
���


	����� ��&
/�������� ��� ���������� ��
��
� 	�� ��� ������������ ������� �
���� ����� ��
 ����� !�0�
-�������� ��
��	�� 	�������

�������� � �

��� � (�
�!�(+�

-�������� �����

� � ,��(
-�������� 8����� ����
/�
�
��������� �)�
����

"� �������� � ,

–∞
X σ

jω

��	� ��) ��������	
 ������� ��� � ���
������� 
�
���


R s( ) C s( )K
s s( + 4)

+

–

��	� ��* ������������ ������� 
�
���


��
 ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	
	 � ������������ �������� ������

%����������� �)�
���� �!�(� �����

"� �

��� � (�
� ,

���� �# � (� � � � , �!�(.�

�
��� !�" ����� ��� �)�
���� �!�.� �
� �� ���� �� �
����
�� ��� ����� �	 ���
��
�
��������� �)�
���� 	�� ��		����� �
���� �	 ��  ����� !�2 ����� ��� �������������
���������� ��
��
��
��  ����� !�2� ���� ��
� ��� ���� ��������� 
� ��� ��������� ����� �� � ,��(�

���� � � ,� 9� � � ( ���
 ��
��� ���� ��� ������� ��
��� ���� �� �
���� 
 ���
5�

�

 ����� 
�� ����������� �� ������
� �
������

����� ��� 6���� �	 ������������ ��
�
���������
�)�
���� 	�� ��		����� �
���� �	 �

� �'� ���� ����� �(������ �����

, �# � (� � , � � ,�� (
( �# � (�� ( � , � � �#� 1,
0 �# � (�� 0 � , � � �#� 1#
"+ �# � (�� "+ � , � � �#� 1'�(+

jω

σ

3

2

1

K=8

K =16

K=4

K=8

K=16

K =0
XX

K=0

–5 –4 –3 –2 –1

–3

–1

–2

��	� ��+ ���� ���	
 ������� ��� � 
����������� 
�
���


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	

 � ������������ �������� ������

��#�# ,�
���� ���� ��� �
 �
��������� ����
�
����� ������

 �� ��� �����
��8�� ������������ ��
��	�� 	������� ����� �� �)�
���� �'�('�� �)�
����
��� �������
��� �� 8��� ����� ��� ��
�
��������� �)�
����

�# � #����� �#� � , �!�(0�

�	 � � " �� �)�
���� �!�(0�� ���� ��� ����� �	 ��� ��
�
��������� �)�
���� 
��

�"� �# � ���� � 1��
�������������
"� �#

�
�!�(2�

7���� 
 ����� $ �� ��� ����
�� �
� �� ����������� �
  ����� !�",�
 ���  ����� !�",� 6
����

-: �
����������������������������������������������������
������

# � ��

�������������
"� �#

�� �#�
�!�!,�

%�����	
��� �!�!,� �����

-: � �� �!�!"�

9��� 	���  ����� !�",

���� � ����� �
��

� � �!�!#�

����� 
� � �� �
���� 	��� 8��� �� ���� ����� : ��������� 
� 
�� �	 
 ������ �	 �
���� ���
���������� �� ��� ��
���
�
 
��� �� � 2,	� 
�� 	�������� �� ��� ��
� 
��� �� � ,	��

����
� �
	 �����
���� 
	������
 	���
��� �� 
�� �������
�	 
 �
���� ��

�"� �� �� ��
���
�#� �� �
�� 
�����
��� ��
������ �������� �� � ,�!�

O

P

β

σ–ζωn

ωn
1– ζ 2

jω

��	� ���- ����
 �� ��� ����������
��� ��	����� ��� � 
����������� 
�
��� 
���� �� ��� �������


��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

���� ��� ����������� ����� ���� ��� �� 
� 
��
 ��	���� �


� � � ����" ,�! � �+,	 �!�!'�

���� �� �������
��� ��  ����� !�""�

��#�' ����� ��� ���� ����� ��
��������


����� ��� �����
��� �	�
�	��
��� ��
�
��������� �)�
���� 	�� 
 ����������� �
���� �!�#(� �

 
��� �� ������� 
�

�������� � �" �!�!(�

%���� �)�
���� �!�!(� �� 
 ������ )�
����
� �� �
� �� ����������� �� ����� �	 
���� 
��
�
������� 
�

	�������� � "0,	 �!�!!�

��������� � � " �!�!+�

��� ����� �	�
�	�
�
�)�
���� �!�!!� �

 �� ����������� 
� 3 �� 
 ����� �" �� ��� �� ��� ������ ��� ��� �	

�� 
����� 	�� ������� ������� ��������� ����� ��������� 
������ 
�� 8���� ����
����

������ �� ����� �" ���� �)�
� "0,

	�4
�� �����
�� ���� ��
������ �
� �� ��������� 
�

� :��� 9������ � ?��� 9����� � "0,	 �!�!.�

σ

60°

–60°

Acceptable
Region ( 0.5)ζ ≥

Unacceptable
Region

jω

��	� ���� ������ �� ���������� ����
���� ��
���
� �� ��� ������� ��� � � �
 


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������


	����� ��)
/������� 
� ��������� ��
��	�� 	�������

�������� � ��� � ��

��� � ���� � ��

 ����� !�"# ����� ������� 	��� ��������� ����� 
�� 8���� �� 
 ���
� ����� �"�  ���
 ����� !�"# 
�� �)�
���� �!�!.�� 	�� �" �� ��� �� 
 ������ ����

�
" � 
# � 
'�� ��"� � "0,	 �!�!0�

��� �����
��� �	�
�	�
�
�	 
 ����� �" ���� �� 
 ������ ���� ��� �
��� �	 ��� ��������� �
�� �����
�� � 
� ��
�
����� �

 �� ��
��
��� �
 ����� ��� �
������� ����������
�)�
���� �!�!+� �
� �� ��������� 
�

�� � �*����
������

� �
� " �!�!2�

��

�� � � ������
�*���� �!�+,�

�)�
���� �!�+,� �

 �� ������� 
�

� � :������ �	 ���� ������ �
��������

:������ �	 8��� ������ �
��������
�!�+"�

–ve

+ve

σ
O X X X

s = –a s = –c s = –b s = 0

θ1
θ2θ3

φ1

s1

jω

��	� ���� !���������� �� ��� ����� ���������


��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

 �� ��
���� !�.� �	 �" ���� �� 
 ������ ���� ��� ���� 
�� 8��� �
�������� 
�� ����� ��
 ����� !�"'�  ���  ����� !�"' 
�� �)�
���� �!�+"�� ��� �
��� �	 ��� ��������� �
��
�����
�� � 
� �������� �" ��

� � �	��!��%�
�+� �!�+#�

�	 ����� 
�� �� ��������� 8���� �� ��� ��
��	�� 	�������� ���� ��� �������
��� �	
�)�
���� �!�+#� �� ����
�

��#�� ���� ����� ��
��������
 �����

"� ��� ���, ������ �� � ,�� ��� ���� ���� ��
�� 
� ��� ��������� ������
#� �� �������� ������ �� � 
�� ��� ���� ���� ������
�� 
� ��� ��������� 8���� ����
���
 ������ ��������� 
� ��	����
�

'� *���� �- ��������  ��� ����� ���� �� �)�
� �� ��� ����� �	 ��� ��
�
��������� �)�
�����
(� �!���� ! �-  ��� ����� ��� ���� ���� 
�� �
�������
� 
���� ��� ��
� 
����
!� ���� ����� ��!��������  �� �
��� �
���� �	 . ��� ���� ���� 
�� 
�
������� ��
���
���� ������ ���� 
����� ����� �



 � �"� #.�

�� � ��

�����

. � ,� "� � � � �� � � � "�

� � ��� �	 	����� ��������� �����

� � ��� �	 	����� ��������� 8����

|w|

| |z
| |y

| |x

σ
O X X X

s = –a s = –c s = –b s = 0

s1

jω

��	� ���# !���������� �� ��� ������	�� ���������


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

+� 
�!������ ���� �������� ��� 
�
������� ��������� ��� ��
� 
��� 
� 
 ����� ����� �


�
 � � ��������� ������ � ��������� 8����

�� � ��

.� ���� ����� ��������� ��  ��� �	��� 9 ����� �� ��� ��
� 
��� �� �
�� �	 ��� ���� �	 ��� ���
�	 ��� �������	 �������������� 
�� 8���� �� ��� ����� �	 ��� ����� ��������� �� ����

0� � ��.�+�! ������� ��� ������ 
� ����� 
 ����� ���
5� 
�

 	��� ��� ��
� 
��� �
�
�� �
����
��� ����� ��� �	 ��� ��������

�
�  ��� ��� ����� �	 ��� �)�
����

��

��

����
����

� ,

����� � �
� ���� �
�� ��� ���1��� �	 ��� ��
�
��������� �)�
���� ���� � � � � �
��� %������ ��� ���
��������

	�

"

"

��� � ����� �
	�
"

"

��� � �%���
����� ���� 
�� �%�� 
�� ��� 
������� �
���� �	 ��������� ����� 
�� 8���� 
��
�� �� ��� ���
5
�

 ������

2� /��,��� ! �	�� � ����0� � ��� ���
���� �� ��� ��
���
�
 
��� �	 ��� ���� ��
��
���
� ��
�����
� �
� �� �
����
��� ����� �������

�
� ��� 6����*7�����8 ��
�����
 ����������
��� 6���
���� � �
 1� �� ��� ��
�
��������� �)�
���� ������ � � , �� ��� ��
����


�
 
�����

",� 
�,��� �- ���� �� � ��� �  �0��� /������� ����� ��� 
���� ���������� �
 ���������
��� 
 ���
� ����� 
� 
 ������� ��������� ���� ����
������ �� 8��� �
����
���

""� ���� �������� �- ������ ��  ��� ����� ��
�� ������ �� ���� ���� 
�� 	���� ����� ���

���� ����������

"#� ���� �������� �- � ��  ��� ����� ��� �
��� �	 � �� ���� ���� �� 	���� ����� ���
�
������� ����������


	����� ��# �%�� 
��� 9������� "2 �	����#�� 
�� �	����#����
9 ������� �
���� �
� ��� 	�������� ��������� ��
��	�� 	�������

�������� � �

��� � #��� � !�

�
� %5���� ��� ���� ����� ��
��
� �
 ���
����� 
�
�������� ���
5
�

 ����� 
��
��
���
�
 
��� ��������� ������ >�
� �� ��� �
��� �	 � 	�� �
����
� ��
�����
@

��� A��
�� 
 ����� �� ��� ����� ��
� ����������� �� 
 ����������� �
����� �
��� �	
,�!� >�
� �� ��� �
��� �	 � 	�� ���� ���������@ >�
� 
�� ��� ����� �	 ���
��
�
��������� �)�
���� ������������ ������ 	�� ���� �
��� �	 �@

��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	

 � ������������ �������� ������

��������
:
�� �
�

-��� ���� ������ � � ,��#��! � � '

-�������� 8����� ���� � � ,


�!������ ��,��� 3���� �4


" � �"� ,��

'� ,
� �

'
� +,	� . � , �!�+'�


# � �"� #��

'� ,
� � � "0,	� . � " �!�+(�


' � �"� (��

'� ,
� !�

'
� ',,	��+,	�� . � #� ���� � �� � " �!�+!�


�!������ ���� ������� 3���� &4

�
 � ��,�� ��#�� ��!�� � ,

'� ,
�!�++�

�
 � �#�'' �!�+.�

�'� ���� ����� �(�������  ��� �)�
���� �!�#(�

"� �

���� #��� � !�
� , �!�+0�

��

��� � #��� � !�� � � ,

������

�' � .�# � ",� � � � , �!�+2�

� ��.�+�! ������ 3���� #4

<����� �
�� 6��
��
��� ��� ��
�
��������� �)�
���� �!�+2� �� �
5� � ��� ���1���

� � ��' � .�# � ",� �!�.,�

��

��
� �'�# � "(� � ", � , �!�."�

<������
��� ������� �
 *"

'�# � "(� � ", � , �!�.#�

�"� �# � �� � �"(�
��������������������
"(# � "#,

�

+

�� � �'�.2��,�00( �!�.'�

��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

<����� ���

"

��
� "

�� � #
� "

�� � !
� , �!�.(�

<������
��� ������� �
�

����� � #���� � !�

��� � #���� � !�� ����� � !�� ����� � #� � ,

�#� � .�� � ",� �#� � !�� � �#� � #�� � ,

'�#� � "(�� � ", � ,

�!�.!�

�� � �'�.2�� ,�00( �!�.+�

$��� ��
� �)�
����� �!�.#� 
�� �!�.!� 
�� �������
�� 
�� �����	��� ���� ��� �
�� ������
��� 	���� ������'�.2 ���� 
� 
 ����� ����� ����� 
�� 
� ���� ������ �	 ��������� ����� ��
��� ������ 
�� �����	��� �� ��� �
���� ��� ������ ������,�00( �
� ��� ��������� ����� ��
��� ������ 
�� �� �
���� �� �����
�� ������ �
� ��)����� ���� ������
���� ��
������� ����

/��,��� ! �	�� � ����0� 3���� 54
<����� �
� �6����*7�����8�

�, �

�" �.,� ��=.

�# . �

�' " ",

 ��� 6����4� 
��

� �
����
� ��
�����
 ������ 
� � � .,�

<����� ���� %��������� � � 1� ���� ��
�
��������� �)�
�����  ��� ��
�
���������
�)�
���� �!�+2�

�1��' � .�1��# � ",�1��� � � ,

� 1�' � .�# � ",1�� � � , �!�..�

�)�
���� ��
���
�
 �
��� �����

��' � ",� � ,

�# � ",

� � �'�"+ �
�=� �!�.0�

�)�
���� ��
� �
��� �����

�.�# � � � ,

0�� � .�# � ., �!�.2�

$��� ��
� ������ ��� �������� ���� ��� ��������� �
��� ����� ��� 	��)����
 �	
������
���� 
� �
����
� ��
�����
� 
�� ��� ��������� �
�� �����
���

��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

��� ���� ����� ��
��
� �� ����� ��  ����� !�"(�

:
�� ���  ��� �)�
���� �!�!#�� ���� �	 �����
�� �
����� �
��� ��

� � ����"��� � ����"�,�!� � +,	 �!�0,�

���� ���� �� ������� ��  ����� !�"( 
�� ���
� ������ 
���� �� ������ ����� ��� 
����
���������� ����


" � 
# � 
' � "0,	

9� � � �,�.� 1"�#! �!�0"�

"#,� ((� "+ � "0,	 �!�0#�

7���� ����� ���� �� ��� ������

6���� �- ����7���� ,��� �������� �� 9���
��� ��� �
������� ��������� �� ��� 
����
�����

� � ���������
� "�(
 "�0
 (�! � ""�'! �!�0'�

4

3

2

1

0

–1

–2

–3

–9
–4

–8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1

G s H s( ) J( )= K
s s s( +2)( +5)

ζ=0.5

( =60 )β °

θ3

θ2
σa

θ1

K = 70

K =11.35

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

|b|
|a|

|c|

��	� ���' �"���� �� ��������	
 ������� ��� �#�����  
$


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ��	



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

������7���� ����� � �� � � ""�'!�� %���� ��� ����������� �
���� �� ������������ �����

�� ����� ����������� ������ ��� �	 ���� 
�� ����� �� �)�
���� �!�0"�� ��� ����� ����
�� ��� ��
� ����� ��
� ������� 	��� �! �� �
� ��� �
��� �� �
����
��� ����� ���
�
������� ��������� 
� ����� ��  ����� !�"!�
 ���  ����� !�"!

	�	 � #��	 � !� � ""�'! �!�0(�

%����������� 	 � ,�.' ����� �" � �!�.'� �� �)�
���� �!�0(� �������� 
 ��������� 7����
��� ����������� ����� 	�� � � ""�'! 
��

� � �!�.'��,�.� 1"�#! �!�0!�


	����� ��5 �%�� 
��� 9������� "� �	����5���
��� ��������� ��
��	�� 	������� 	�� 
 ������� �
���� ��

�������� � �

���# � (� � "'�

 ��� ��� 
�
������� 
�� 
����� �	 ���
����� 
�� ����� �5���� ��� ���� �����
��
��
�� A��
�� 
 ����� �� ��� ������� ����� ��
� ����������� �� 
 �
����� �
���
�	 ,�#! 
�� ����� 	���

�
� ��� �
��� �	 � 
� ���� �����
��� ��� �
��� �	 � 	�� �
����
� ��
�����


��������
-�������� ������ � � ,�

�(� ����������������
"+� !#

�

#
� �#� 1' � � '

-�������� 8����� $��� � � ,

σ

x + 5

x + 2

x

X X
s1 –5 –2

jω

��	� ���� %������������ �� ���� ���
������� ����


��
 ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ������


�!������ ��,��� 3���� �4


" � �"� ,��

'� ,
� �

'
� +,	� . � , �!�0+�


# � �"� #��

'� ,
� � � "0,	� . � " �!�0.�


' � �"� (��

'� ,
� !�

'
� ',,	� . � #� ���� " �!�00�


�!������ ���� ������� 3���� &4

�
 � ��,�� ��#� 1'�� ��#� 1'�� � ,

'
�!�02�

�
 � �"�''' �!�2,�

/�
�
��������� �)�
����

�' � (�# � "'� � � � , �!�2"�

� ��.�+�! ������� $���� ��� �� ������� ��������� ������

/��,��� ! �	�� � ����0� 3���� 54
<����� ���

�1��' � (�1��# � "'1�� � � ,

��

�1�' � (�# � "'1�� � � , �!�2#�

�)�
���� ��
���
�
 �
���

��' � "'� � ,

�# � "'

� � �'�+ �
�=� �!�2'�

�)�
���� ��
� �
���

�(�# � � � ,

� � !# �!�2(�


�,�� �- ���� �� � 3���� �84� �	 
���� �	 ���
����� �� 
�� ���� 	���  ����� !�"+



 � 
� � 
� � "0,	


� � "0,� 

 � 
�


� � "0,� "#'� 2, � �''	 �!�2!�

A��
�� ����� ��
� ����������� �� � � ,�#!�  ��� �)�
���� �!�!#�

� � ����" �,�#!� � .!�!	 �!�2+�

��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ������

:��� ���� �	 �����
�� �
����� �
��� ��  ����� !�"+ 
�� ���� ���
� ������ 
���� �� �����

���� ����������
9� � � �,�0� 1#�2

",(�!� .2�!� ( � "0,	

7���� ����� ���� �� ������
9���
��� �
������� ���������

� � '�,
 +�,
 "�#! � ##�! �!�2.�

��' .���	
 �
 ��� �
���
�

��� ���� ����� ������ �������� 
 ���
 �����	�� ���� 	�� ������� �
���� ������� ���
��1������ �� �� ��
�� ��� ���� �� ��
� ����������� ����� �
� �� ��
��� �� ��� ����
�� 
�
��������� ��
� ������� 
 ��
������ �������� ��
� ����� 
 ����� ���	���
��� �����	��
�
����� �� ������ �� ����� ��
� 
 ���� ����� ��
��
� ���� ��� ������� ��	���
����
���
���� �� ���
�
���
�� ��������� �� ��
� ���
�
���
�� ������ �

 �� �����������
������ ����5�� �
 ����� ��
��� ���� ���� ���������

4

3

2

1

0

–1

–2

–3

–4
–9 –8 –7 –6 –5 –4 –2 –1 0 1–3

G s H s( ) ( )=
K

s s s( +4 +13)
2

θd

θa

ζ=0.25

K = 22.5

K = 52

β

σa

θb

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

��	� ���( ���� ���	
 ������� ��� �#�����  
&


��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

��'�� �����
����� ����	


9 �������
���� �� ����������� ��
��� �� ��� 	���
�� �
�� �	 
 ������� �
���� ����
����	
 ��� ��
�� �	 ��� ���� �	 �� ����
��� 
�������
� ����� 
�� 8����� /�
�
����������
�	 ����������
� �������
���� 
�� ����� �� �
��� !�#�
�� �������
��� ������� �
�� �
����
���� �� ����������� 
�� 
 ����
��� ��������

�
�5
��� ���� 
� <9�A9B �� �����
��
 �����

���� �����


	����� ���8 �%�� 
��� 9������� "� �	�����8���
9 ������� �
���� �
� ��� ��������� ��
��	�� 	������� ����� �� ��
���� !�0� ����

�������� � "

��� � #��� � !�
� � � "

9 :C �������
��� �	 ��� 	���

���� � �"�� � �� �!�20�

�� �� �� ���������� �� ��� 	���
�� �
�� �� 
������ 
 ���	���
��� �����	��
����

-�������� ���� ��
� !D
%������� ���� ��#D� ���� ��
� # �������

C�������� ��� �
���� �	 �" 
�� � �� ���� ��� �����	��
�����

�	������ �
�
	
���	
���������
� �����������

������������ ����
����������
� �����������	�
���
�� ���
���� ����� ��
��
� �� ����� ��  ����� !�"(� ��� �������� �
��� �	 � � ""�'! �� 	�� 

�
����� �
��� �	 ,�! ����� �
� 
� ��������� �	 "+�'D �� ��� ���� ���
�� 
�� �� ���

�����
����>���
�
������
����	,�.������������ ��(�+D������������������	��
�����
���� ����������� �� 
 ���������� �
�� �	 .�"'� ��� ��������� ���� �������� 	�� ��� ������
�
�
���� ��E""�'!� �� ����� ��  ����� !�#, ����� ��� �������� ���� �
� �� ���� �� �� !�(
�������� ����� �� ������� �	 ��� �����	��
����� ���� 
��� 
������ �� ��� ����������E.�"'�

�� �
������

	 ������
>��� ��� :C �������
��� �	 ��� 	��� ����� �� �)�
���� �!�20�� ��� ������� ��������
���� ��	������� ��  ����� !�"(� �� ����� �� ��
�� ��� 8��� � �� ��� ��
� 
���� :������
�
���
����� ��������

����� B������ ��� ����� � � ,��#� ���� 
� � � �"
����� 9� � � �# �����=8��� �
�����
�����
����� B������ ��� ����� � � �#��!� ��� 
� � � �'

����� ��	 /������
��� ��
�
����������

���������� �'� ���� ������

:C -�� 
�������
� 8���
:� -�� 
�������
� 8���

-�� 
�������
� ���� 
� ������
:�C ��� 
�������
� 8����

-�� 
�������
� ���� 
� ������

��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

9����� � �8��� ���������� 
� � � �"�� ��� �
��
��� �������
��� 
�� ��
�� ��
��	��
	������� ������

�������� � �"�� � "�

��� � #��� � !�
�!�22�

��� ���� ����� ��
��
� �� ����� ��  ����� !�".�
�� �
� �� ���� ��  ����� !�". ��
� ��� ���� 
� ��� ������ 
�� ��� 8��� 
� � � �"

�����
�� ��� ��������� >��� ��� ������� ����� � � ,�. ����� �" 
 �
��� �	 "!�
7������� ���� �
��� �	 �" ������ 
� �,�.( �� ��� �����
�� ��
� ������ ��� ����
�������� ����� ��  ����� !�#, ����� ��� �����
�� 	���������� �������� ���� ���
������
���
 ������������ �������� ������������� ��� �������� ���� �� '�2 ��������
����� �� ������� �	 ��� �����	��
�����

9����� �� �8��� ���������� 
� � � �#�� ��� �
��
��� �������
��� 
�� ��
�� ��
��	��
	������� ��

�������� � �"�� � #�

��� � #��� � !�
�!�",,�

��� ���� ����� ��
��
� �� ����� ��  ����� !�"0� ��� ����=8��� �
�����
���� �

 ��
���������� 
� 
 ����� ��
� ��
��� 
� � � �# 
�� 	������� 
� � � �#� ���� 
 ����� ��
��� ��
��
�� ��� ���
����� ���� ���
5
�

 
� � � �#�(2 
�� ���5 �����
� �� ���
������������ �
���� ����� ��  ����� !�2� ��� �������
��� �
�� �" ��
� �����������
�� � � ,�. �� "#�0� ��� ��������� ���� �������� �� ����� ��  ����� !�#, 
�� �
� 
�
��������� �	 (�"D 
�� 
 �������� ���� �	 "�. �������� ����� �� ������ �����	��
�����

4

3

2

1

0

–1

–2

–3

–4
–9 –8 –7 –6 –5 –4 –2 –1 0 1–3

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

Real Axis

G s H s( ) ( )=
K s1( +1)

s s s( +2)( +5)

ζ= 0.7

K1 =15

K1 =15σa

��	� ���) ���� ���	
 ������� ��� ������
���� ����� ��


��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

9����� �� �8��� ���������� 
� � � �'�� ��� �
��
��� �������
��� 
�� ��
�� ��
��	��
	������� ��

�������� � �"�� � '�

��� � #��� � !�
�!�","�

��� ���� ����� ��
��
� �� ����� ��  ����� !�"2� �� ���� �
�� ��� ��
� ����� ������
������� � � �! 
�� �' 
�� ��� ������� �����
�� ���� ���
5
�

 
� �� � �"�"!�
%���� ����� ���� 
�� 	������ �� ��� ����� ��
� ��� �������� ������� ��� ��
������
�������� ���� �� ������� ��� �������
��� �
�� ��
� ����������� �� � � ,�. ��
�" � !�'� ��� ��������� ���� �������� �� ����� ��  ����� !�#,� ����� ��� ���������
�� !�'D 
�� ��� �������� ���� �� '�" ��������

����� !� -	 ��� ����� �������
���� ����������� ���
 ������ # ��� ��� ���	���
���
�����	��
����� ��� ����������� �������
��� �� �����	���

���� � "#�0�� � #� �!�",#�

���� �
�� 


	����� ���� �%�� 
��� 9������� "� �	���������
9 ���� ���� ��
����8
���� �
���� �� ����� ��  ����� !�#"� ��� �
���� �
�
������ 
��

 �� ���� �����
�� �	 � "�, �������

%��� ���� �
���
� 	��)����
 �� � "�("( �
�=�

4

3

2

1

0

–1

–2

–3

–4

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

–9 –8 –7 –6 –5 –4 –2 –1–3

Real Axis

G s H s( ) ( )=
K s1( +2)

s s s( +2)( +5)

ζ= 0.7

K1 =12.8

0 1

��	� ���* ���� ���	
 ������� ��� ������
���� ����� ��


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

4

3

2

1

0

–1

–2

–3

–4

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

–9 –8 –7 –6 –5 –4 –2 –1–3

Real Axis

G s H s( ) ( )=
K s1( +3)

s s s( +2)( +5)

ζ=0.7

K1 =5.3

σb =–1.15σa =–2

0 1

��	� ���+ ���� ���	
 ������� ��� ������
���� ����� ��


1.2

1

0.6

0.4

0.2

0
0 1 2 3 4 5 6

0.8

Option2 Option3

Option1

Original system

Time (s )

c
t(
)

��	� ���- '��� ��
���
� ��� ��� ����� ������
 ���
������


��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ������

%��� ���� �
����� �
��� � � ,�#(0

%��� ���
�
���
�� �
�� �� � ,�!

��	�
	����� ���������
�
�
>������ ��
����8
����� ��� ���� �������� �	 ��� ���� �
�
���� �������� 
 (!D �����
����� 
�� 
 �������� ���� �	 ", �������� ��� ��
����8
���� ������� �
���� �� ��)����� ��
������� 
 ���� �������� ���� 
� ��������� �	 ���� ��
� #!D� 
 �������� ���� �	 ����
��
� # �������� 
�� 8��� ���
�
���
�� ������

�
� $ ��� ������ ���� ��� >��� 
 ����������
� �
�� �"� ��� ��������� ��
��	��
	������� ��

�������� � �"���
#
�

�"� �	����# � #���� � �#��
�!�",'�

��������� �
����

�������� � �

�� � "���# � ,�.� � #�
�!�",(�

�����

� � �"���
#
� �!�",!�

-�������� ������ � � �"��,�'!� 1"�'. � � '
-�������� 8����� $��� � � ,


�!������ ��,��� 3���� �4


" � �"� ,��

'� ,
� �

'
� +,	� . � , �!�",+�


# � �"� #��

'� ,
� � � "0,	� . � " �!�",.�


' � �"� (�

'� ,
� !�

'
� ',,	� . � # �!�",0�


�!������ ���� ������� 3���� &4

�
 � ���"�� ��,�'!� 1"�'.�� ��,�'!� 1"�'.�� � ,

'� ,
�!�",2�

�
 � �,�!. �!�"",�

Stabilization
Fin

Controller

Ship Roll
Dynamics

φd( )s +

–

δd( )s 1
1 + Tfs

δa( )s Ks nω2

s2 2+2 +ζω ωn ns

φa( )s

��	� ���� ���� ���� 
������(����� 
�
���


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

/�
�
��������� �)�
����

"� �

�� � "���# � ,�.� � #�
� , �!�"""�

������

�' � "�.�# � #�.� � �#� �� � , �!�""#�

B��
5
�

 ������� $���

/��,��� ! �	�� � ����0� 3���� 54
 ��� ��
�
��������� �)�
���� �!�""#�

� 1��' � "�.� 1��# � #�.�1��� �#� �� � ,

�1�' � "�.�# � #�.1�� �#� �� � ,

�)�
���� ��
���
�
 �
���

��' � #�.� � ,

�# � #�.

� � �"�+(' �
�=� �!�""'�

�)�
���� ��
� �
���

�"�.�# � �#� �� � ,

� � "�.�# � # � #�!2 �!�""(�

��� ���� ����� ��
��
� �� ����� ��  ����� !�##� �� �
� �� ���� ��
� ����������
�
������� �� ��� 
�������
�� ����� 
� ��� ���������� �
�� �" �� �����
��� ��� ������� ����
��
� ���
��� ��� ��
���
�
 
���� �
5��� ��� �������� ���� ���� ������
���
 ��
� ���
��������� ��������� ����� 
� � � #�!2 ��" � #�!2� ��� �
���� ������� ����
����
9���� ����� �� ���� ������
��� �� ������� �� ��� ������� ����� ����� ���� �� �����	��
��
���
�
���
�� �������

��� $/� ���� ��� �� ����� �� 
������ 
� 
�����
��� ��������� ��� ������� ���� ����
�� �� 
���
���� ���� ��� ��	���
������� �	 ��� ����
��� ���� ����� �� 
������� �

��
���� 
 �
�� �	 ������� 8���� �� ��� ��	� �	 ��� ��������� ������ �� 
�������� 
 ����
������
��� ����� �� �� ����������� ���� ������ �� 
 :�C ���������� �	 ��� 	���

���� � �"��
# � �� � ��

�
�!�""!�

������� � � ( 
�� � � 0 ����� 
 �
�� �	 ������� 8����

� � �#� 1#

��� ��������� ��
��	�� 	������� ��� �������

�������� � ���# � (� � 0�

��� � "���# � ,�.� � #�
�!�""+�

��� ���� ����� ��
��
� �� ����� ��  ����� !�#'� ��� ������� ���
���
 ��������
�
� ��� ���5��� ��� ���� ������
��� 
�� ��� ��������� ���� � � �" ������� 


��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

2

1.5

1

0.5

0

–0.5

–1.5

–1

–2
–3.5 –3 –2.5 –2 –1.5 –1 –0.5 0 0.5 1.51

G s( ) =
K

( +1)( + 0.7 + 2)s s s2

K = 2.59

σa

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

��	� ���� )����������� �������* 
��� ���� 
������(����� 
�
���


2

1.5

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

1

0.5

0

–0.5

–1

–1.5

–2
–3.5 –3 –2.5 –2 –1.5

Real Axis
–1 –0.5 0 0.5 1 1.5

G s H s( ) ( )=
K s s( +4 +8)

2

s s s s( +1)( +0.7 +2)
2

��	� ���# )+% �������* 
��� ���� 
������(����� 
�
���


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ��	



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

���
5
�

 ����� 
� � � �,�+� ���� �� ���� ���
��� 
 ������ �
�� �	 ������� ���� ��
�
������
�� 
� ��� ��� ��������� 8����� ��
���� ��� ������
� ������� ���� �� ���������
��� ��
���
�
 
��� 
� ��	����

��� $/�� ���� ��� �	 
� 
�������
� ��������� 8��� �� ��
��� �� ��� ��
� 
���� �� ���
��	� �	 ��� ��������� ���� � � �"� 
 	������ ���
5
�

 ����� ���� ����� �� ��� ��	� �	
��� ��� 8���� ���� ������ �
�� ��� �		��� �	 �������� ��� �
�� �	 ������� ���� �
�5 ��
��� ��
� 
���� ������ 
������� ��� ������
� ������� ���� �� ������
�� 
� ��� �������
��������� 8����� �	 
 ��� ��
� 8��� �� ��
��� 
� � � �#� ��� ��������� ��
��	��
	������� �������

�������� � ��� � #���# � (�� 0�

��� � "���# � ,�.� � #�
�!�"".�

��� ��������� ���������� ��
��
� �� ����� ��  ����� !�#(�
��� ������� ���
���
 	�� ��� ���������� ��
��
� ����� ��  ����� !�#( �� �
����

:�CC� ���
��� �	 ��� 
�������
� ��������� 8���� ��� �
���� �� ����
��� �������
� � ,�". 
�� � � "�,+� ��� �������� ���� ��
������ �������� 
� � � ",�# �� ����
������� �����
 ����� !�#! ����� ��� ���� �������� 	�� �
� ��� ���� ���� 
����� ������� 
 ��
����8��

�
����� 
�� ��� ��� ���� ���� 
����� ���� 
 ����������=�������
��� ���� 
 ������� �
�

���� � ",�#�� � #���# � (� � 0�

�
�!�""0�

4

3

2

1

0

–1

–2

–3

–4

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

–9 –8 –7 –6 –5 –4 –2 –1 0 1–3

Real Axis

G s H s( ) ( )=
K s s s( +2)( +4 +8)

2

s s s s( +1)( +0.7 +2)
2

ζ=0.7
K =10.2

K =10.2

��	� ���' )+%% �������* 
��� ���� 
������(����� 
�
���


��
 ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ������

! �
�� ��	�
	�����

��� :��'��� �������%� �!����

6��� ���� �2!D� "�' �������
:������
�� -�������� (!D
%������� ���� ��#D� ",�, �������

���� :��' �������%� �!����

6��� ���� �2!D� ,�"( �������
:������
�� ��������� ##�0D
%������� ���� ��#D� "�( �������

>��� ��� ��
����8�� �
����� ��� ���� �������� ����� ��� ���	���
��� �����	��
�����

��� ������� ��������


	����� ����
&�� ��� 6����*7�����8 ��������� �� ��������� ��� ������ �	 ����� ���� �������� ��
�
�
��� �� ��� 	�������� ��
�
��������� �)�
�����

�
� �( � '�' � +�# � #� � ! � , 9��� ���
��� �! � #�( � '�' � (�# � #� � " � , 9��� ����

1.5

1

0.5

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8

With
Stabilizer

Without
Stabilizer

Time (s)

R
ol

l A
ng

le

��	� ���� ���� �	�� 
��� ��
���
� ���� ��� �����	� 
������(��
 
�
���


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ������


	����� ����
 ��� ��� �
��� �	 ��� ��������� �
�� �����
�� � �� �
5� ��� ������� �
����� �����
��������� ��
��	�� 	������� �� ����� ������ 1��� ����
����

�������� � �

��� � "��� � 0�
9�� � .#


	����� ���"
9 	����
�5 ������� �
���� �
� ��� 	�������� ��������� ��
��	�� 	�������

�������� � �

��� � "��� � !�

�
� %5���� ��� ���� ����� �
 ���
����� 
�
�������� ���
5
�

 ����� 
�� ��
���
�


��� ���������� ������

��� 9 �������
���� ������� �
���� 
 ��
��	�� 	������� ���� � �� � #� �� ���
�������� �� ��� ��������� ��
��	�� 	�������� �	 ��� ���
5
�

 ����� �� �,�!+�
�5���� ��� ��� ���� ������ /������ �� ��
�����
 �	 ��� �
���� ����� 
�� �������
��� �������
����

��� C�������
�� ��
� 	�� ��� �������
��� �
���� ��� ��������
��� �#�'.!�
�"�0� 1 (�, ��� �� ��� ������ >�
� �� ��� �
��� �	 � 	�� ����� ������@

��������

�
� �� � �#� �� � �,�(.� � � �1#�#( �
�=�
��� >��� �������
���� �
���� ��
��� 	�� 
�� �
��� � � #'


	����� ����
9 	����
�5 ������� �
���� �����
��� ����������
� ������� �
� ��� 	�������� �����
���� ��
��	�� 	�������

�������� � �

�� � "���# � � � "�

�
� &���� 
�
�������� �5���� ��� ���� ����� ��
��
� 	�� ��� ����������� �
���� 
��
	���
����� ��� 
����� �	 ���
����� 	��� 
�
 ������� ��������� ������
����� ��� 	��)����
 �	 ��
������ ������
���� 
� ��� ����� �	 ����
�����
�
����� ��� �
��� �	 � �� ���� ��� �����
�� ����������� ����� 
 �
����� �
��� � �	

,�'
��� �� ������� ��� ���
�
���
�� ���	���
��� ��� ����������
� ���������� �� ����
���

�
 
 ����������
� ���� ������
� ����������� ��� 	���
����
�� ��
��	�� 	�������
��� �������

���� � ���� #�

��� � "���# � � � "�

��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

C�������
�� ��
�

��� ��� ��� ���
5
�

 ������ ����� 
�

��" � �,�+#'
��# � �#�!'

���� ��� ��
���
�
 
��� ��������� ������ ���� � � ,�(+(

��������
�
� ��� �',	� ���� "�("( �
�=�� ����� � � ,�!!


	����� ���&

�
� ��� �
��� ������ ������� ����� ��  ����� !�#+�
� �
� 
 ����� ������ �	 ������
 �	
2, 5��#� ��� ������� 	��� ������� 
 ������ 
���� ��� ����� �
�� ������ �	
'+,$� ��� �
��
� �	 	�� 
���� �� ��� 	�� ��������
� ������� �
���� �
� ����
 �
��

�� ��������� 
 ���� �����
�� �	 ,�# �������� �	 
�� ����� 
����
�
��� �		���� 
��
�������� 	��� ��� ��
��	�� 	�������� �	 ��� ������� 	��� 
�� ������� ��� �����8���
	���
�� �� ��� ����5 ��
��
� ����� ��  ����� !�#+����

��� F�� 
�� �� ������� 
 	�
�������
 ����
 �� ��
��
�� �
����� 	���� �	 �������

������ �����
��
 ����������
� ������� �� �� �� ����������� &���� 
�
������� ���
�
��������� ��� ���� ����� ��
��
� 
�� ���� ��
���� ��
 �� ����� �� ������
����

G

(a)

θA( )t

β ( )t

U s( )

Missile
DynamicsFin DynamicsController

(b)

θD( ) +s

–
G s1( ) G s2( ) G s3( )

β ( )s θA( )s

��	� ���( ,�
�� �	������

���


��������� ����	
 �
 ��� �
���
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

��� 9� ��������� 8��� �� ��� ���������� 
� � � �#� 9�
�� ��������� ��� ����������
��
��
� ����� 
�
������� 
�� ������� �� ��� ����
�����
 �	 ��� �
�����

��� -�������� 8���� 
� � � �# 
�� � � �' 
�� ��� ����������� C�������
�� ��
� 
�
� � �#�(! ��� ������� ���� 1��� ��� ��
� 
��� ����� �� ������
���� 
� ��� �����
���� 8����� %��� 
��� ��
� 
 ���
� ����� �� ��� ����� ������ ���� 1� � "�(! 
�� ���
�
����� �
��� � � ,�.� %5���� ��� ���� ����� ��
��
� 
�� ��
��
�� ��� ����������
�
�� ��
� ����������� �� � � ,�.�

��������

�
� �#��� � !	�� � !� �'��� � (	�#

��� %
���� ����
��� 	�� 
�� �
��� %
���� ��
��� 	�� 
�� �
��� /��������� �
�� � ,�#(

��� ����
��� ��
���� �
	�
����
	



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

�

��������� ����	
 �
 ���

�����
�� �����


��� ������
�� �����
 �
������

������� ����	
 �	��
� �� ��	 ��	��	��� ��
��� ��� �	 ���	����	� ����
 � ���	��
��	��	����� ��������� �� ���	������	��� ����
 
	����	
	��� ���	� ���
 ��	 ��
����
	��� �� ��	 ������� ����� ��	 �	������	 ������ ������	� ��������� �� ���� ��	 ����	

	�	
	��� ��� ��	 ��
��	�	 ����	
 �� �	 	���
��	�� ��� � �������	 ��������	����
�	��
����� �� �	 �	��
�	��

��	��	��� ��
��� �������� �� ����	��	� ���� ��	 ����������� �� 
	����	
	�� ��
��	 ������������ ����	
 ������ ��	� �	�������
 �� � �������� �
������	� �������	
��	��	��� ���������� ������ ��	��������	 	������ �� �	�
� �� �
������	 ��� ����	
�	���	 ���	���� �� ��	 ����
�� �������	�������� ��	� ��	 ������	� ��������� �� ��	 ����	
�

������	� � ���
���� �����

�� �! � �" �����  #�"!

���� ��� �	 	$��	��	� �� ��
��	$ 	$���	����� ���


�� �! � �"	
%��  #�&!

��	 ��	��������	 �	�����	 �� � ���	�� ����	
 ���� �	

�� �! � �& ��� ��� �!  #�'!

��

�� �! � �&	
% ����!  #�(!

��	�	 � �� ��	 ����	 �	���������� �	��		� ��	 ����� ��� ������ ���	���	� �� ����� ��
��
��	 #�"� ��	 �
������	 ����� �&��" �� ����	� ��	 
������ ��� 
��	� ��	 ��
��� �	��
����

�&

�"
� �	�  #�)!

��

�& � �"�	�  #�#!



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

�����������
 	�������  #�#! ����  #�'!

�� �! � �"�	�	 % ����!

� �"�	�	 %��	�%�  #�*!

θo( )t

θ i( )t

–1.5

–1

–0.5

0

0.5

1

1.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

θ i 1( ) = sint A tω

A1

ωt (rad)

φ

θ ω φo sin( – )t( )t A= 2

A2

��	� ��� ������������ 	
��� �
� 
����� �	
��
	��� ����

���

Re

Im

P3( )ω

P2ω)

P1( )ω

| |G1

| |G2

| |G3

–φ3
– 2φ

– 1φ

��	� ��� ����

	� ����

�� �	������

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

�� �! �  �"	
%��! �	�	�%�!

� �� �!�	�	�%�  #�+!

����	 �	� ��� � ��	 ��������� �� �� ��	� 	�������  #�+! 
�� �	 �����	�

��

��
 �! � �	 �!�	�%� �!  #�,!

��� � 
��	� ����	 �� �� 	�������  #�,! �	��	�	��� � ����� �� ��
��	$ ����	 
 �!� -�	�
� �� ����	� ���
 .	�� �� ��������� � ����� ���� �	 
	�	���	� �� ��	 ��
��	$ ����	� ����
������ ����� �� ��
��	 #�&� �� �� 	��	�� � ����� ����� ��� �� ��
	��
	� ����	� �
���
���� �	�����	 ���
��
� /� �
������� �	����	 �� ���� � ���
��
 �� ���� ��� ����	
�� �����	�� �	���	� �� ��	 ����
�� �������	������� �� ��	 ����	
�

��� ��� ������� 
�����
�� ��������

0	���������� �	��		� � ��� %�� ���
 	�������  #�&!

�� �! � �"	
%��

��

��
� %� �"	

%��! � %��� �!

�����
 1�����	 ��������
�

��� �! � %��� �!  #�"2!

��

� � %�  #�""!

3	��	� ��� � ���������� ������ ��	 ��	��������	 ����	
 �	�����	 
�� �	 ��������	� ��
�����������
 � � %� ���� ��	 ������	� �������� ��� ����
 ��	 ���� �� ��
��	$ ��
	���
�� ��������	 ��	 
������ ��� ����	 ��
�	�

����� ������
�� �����
�� ��������������� �
 
���������� �������

���
 	�������  '�&'!

��

��
 �! � 	 �! � �

" � ��
 #�"&!

��� � ���������� ������ ���������	 	�������  #�""! ����  #�"&!�

��

��
 %�! � 	 %�! � �

" � %��
 #�"'!

0��������.	� �� 
���������
 ��
	����� ��� �	��
������ �� 	�������  #�"'! �� ��	
���%�
��	 ��  #�"'!� ��	�

	 %�! � � " � %��!

 " � %��! " � %��!

� � " � %��!

" � �&�&
 #�"(!

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	

 � ������������ �������� ����� 

4�������  #�"(! �� � ��
��	$ �������� �� ��	 ���
 �� %
 ��	�	

0	�� ���� � � �

" � �&�&
 #�")!

5
�
����� ���� 
 � ����

" � �&�&
 #�"#!

3	��	 	�������  #�"(! ��� �	 �����	� �� ��	 ��
��	$ ����	  /�
��� 6��
��
! ��
������	 � ���
���� �	�����	 ���
��
 �� ����� �� ��
��	 #�'�

5� ��
��	 #�' �� �� ����	��	�� �� ��	 ����� ����������	�� �� ��	� ��	 ��	 
������ ���
����	 ��
�	 �� �	����	� �� ��
��	 #�&� ���
 ��
��	 #�'� ��	 ����� ����������	� ��	

�	 %�!� �
���������������
�& � 
&

�
�

�����������������������������������������������������������
�

" � �&�&

� �&

� ����

" � �&�&

� �&
�

 #�"*!

����� ��
�����	� �� 
��	

�	 %�!� � ��������������������
" � �&�&

�  #�"+!

��
�����
 	��������  #�"(! ���  #�"+!� ��������
 ��	�	 ��	 �� .	��� �� ��	 ������	�
��������� �� �� 
	�	����� ���	 �� ���

�	 %�!� � �������������������������������������������������
6	��
������ �� 	 %�!

�  #�",!

K
a=

1 ω2 2T+

1 ω2 2T+
–KωTb =

G (j )ω

| |ω)G (j

G (jω)

Re

Im

∠

��	� ��� � �
	
� 	
 �
����� ����� �
� � �	����
���� �������

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

��	 ��
�
	��� �� ����	 ��
�	 ��

�	 %�! � ����" 


�

� �
 #�&2!

� ����"
����

"��&�&

�
"��&�&

� �

����� 
��	�

�	 %�! � ����" ���� �  #�&"!

K

Re

Im

–45°

0.707K

(a)  Polar Plot

(c)

(b)  Rectangular Plot (Frequency Response)

(degrees)

0

– 45

– 90

∠G(j )ω

K

0.707K

ω (rad/s) ω (rad/s)

l
T

l

T
l

T

ω =0ω = ∞

ω =

G(j )ω

��	� ��� �����	��� �	����� 
� ������
�� �
��	
 ���� �
� � �	����
���� �������

����� ��� 7������ ��� ����	 ��� � ���������	� ����	


�  �����! �	 %�!� �	 %�!  �	
�		�!

2 � �2
"�� ��

�
& �()

	 2 �,2

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

8���
 	��������  #�"+! ���  #�&"!� ����	� ��� ��	 
������ ��� ����	 ��
�	 
�� �	
��������	� �� ����� �� ����	 #�"� ��	 �	����� �� ����	 #�" 
�� �	 �	��	�	��	� �� �
9���� 9���� ��
��	 #�( �! �� �� � �	����
���� ����� ��
��	� #�( �! ���  �!� ����	 ��	
�	����
���� ����� ���� ��	 ����	
 �	�����	 �� � �������� �� ��	��	���� ��	� ��	
������� �	�	��	� �� �� ��	��	��� �	�����	 ���
��
��

����� ������
�� �����
�� ��������������� �
 ����
�������
�������

���
 	�������  '�(&! ��	 �������� ���
 �� ������	� �������� ��� � �	��������	�
����	
 ��

	 �! � �
"
�&

�
�& � &�

��
�� "

 #�&&!

�����������
 � � %�

	 %�! � �
"
�&

�
 %�!& � &�

��
 %�! � "

 #�&'!

��

	 ��! � �

" � �
��

� 	&

 �

� % &� �
��

� 	� 
  #�&(!

0��������.��
 
��	�

	 %�! �
� " � �

��

� 	&

 �

� % &� �
��

� 	� 
� �

" � �
��

� 	&

 �&

� &� �
��

� 	� 
&
 #�&)!

8���
 	��������  #�"*! ���  #�",!� ��	 
������ ��

�	 %�!� � ������������������������������������������������������������
" � �

��

� 	&

 �&

� &� � �
��

� 	� 
&

�  #�&#!

/�� ���
 	�������  #�&2!� ��	 ��
�
	�� ��

�	 %�! � ����"
�&� �

��

� 	
" � �

��

� 	&

���
��

���
��  #�&*!

����� ��	 7������ ��� ����	 ��� � �	��������	� ����	


�  �����! �	 %�!� �	 %�!  �	
�		�!

2 � �2
�� ��&� �,2
	 2 �"+2

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ����� 

���
 	��������  #�&#! ���  #�&*! ��	 
������ ��� ����	 
�� �	 ��������	� �� �����
�� ����	 #�&� ��	 �	����� �� ����	 #�& ��	 � �������� �� � ��� 
�� �	 �	��	�	��	� �� �
9���� 9���� ��
��	 #�)� �� �� ��	 ��	��	��� �	�����	 ���
��
� 
��	� �� ��
��	 #�#�

��� ��� ���� ���	���

��	 :��	 ���
��
 �� � ��
�����
�� �	����� �� ��	 ��	��	��� �	�����	 ���
��
�
���������	� �� ��
��	� #�( �! ���  �!� ��� ���� ��
��	 #�#� ��� �������� ��

 �! � ��
 
����;��
 ��	��	��� ����
 ��! � ���	�� ����	;��
 ��	��	��� �����

��	 �	������	 ��	� ���
����	� �� ������� ��������� ��	��	��� �	�����	 ���
��
� ��
����� ��	 ������������ �� ���
��
� ��� ��
�����	� ����	
� �� ����	�	� �� ��
��	

�������� �������� �� ��	 ���������� ���
��
� �� ��	 �	�����	 	�	
	��� �� ��	 ����	
�

��	 
������ �� �����	� �� � ���	�� ���$�� ����	 �� �	��:	��� ��	�	

�	 %�!� �� � &2 ��
"2 �	 %�!�  #�&+!

��	 ��	��	��� �� �����	� �� � ��
�����
�� ���$�� ����	�

Re

Im

K

ω = nω

ω ω= n

ω ω= n

ζ = 1

ω = 0

ζ = 0.5

ζ = 0.5

0.5K

2K

K

��	� �� �
��� ��
� 
� � ���

��
���� �������

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

����� !�������
 �
 ������ �����
�� �
 � ���� ���	���

������	� ��� 	�	
	��� �� ������	 �� ����� �� ��
��	 #�*�

	" %�! � �	" %�!�	 %�"  #�&,!

	& %�! � �	& %�!�	 %�&  #�'2!

G(j )ω

2.5

2K

K

0.5K 0.5

2

1.5

1

0

–20

–40

–60

–80

–100

–120

–140

–160

–180

0
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
ω (rad/s)

ω (rad/s)

(a) Modulus

(b) Phase

ωn

ωn

ζ = 0.5

ζ = 1.0

ζ = 1.0
(degrees)

∠G(j )ω

ζ = 0.25

ζ = 0.25

ζ = 0.5

��	� ��� ������
�� ����

�� �	������ �
� � ���

��
���� �������

��	 �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

�

�
 %�! � 	" %�!	& %�!

� �	" %�!
	& %�!�	 % �"��&!  #�'"!

3	��	

�

�
 %�!

����
���� � �	" %�!
	& %�!�

��

�

�
 %�!

����
������ � &2 ��
"2 �	" %�!� � &2 ��
"2 �	& %�!�  #�'&!

���

��
�

 %�! � �" � �& � �	" %�! � �	& %�!  #�''!

5� 
	�	���� ��	 ��
��	�	 ����	
 ��	��	��� �	�����	 �� ������	� �� ��

����� �� ��	
��
 
������ �� ��	 ����	
 	�	
	���� ��� ���� ��

����� �� ��	 ����	 �� ��	 ����	

	�	
	����

����� "��������� ������������
 �
 ���� ���	����

��� �����	
���� 
�� �������
��	�	 ��	 ����	������� ���������	� ����	
� ��	�	 ��	 ����	 �� ��	 ������ ��
� �	����
��	 ����	 �� ��	 ������
 �! ��� ������� ����< ���� �������� �� � ������	��	��� ���
����	 ��� � ��
��

��	��	��� ���
����	� ����� ��	 ������	� ���
 	�������  #�"+!�

��� ���������  �!" ���������< -�	� �� 2� �	 %�!� � � � 3	��	 ��	 1�
���
����	 �� � ����.����� ���	 �� � �:�
#$�% ���������  #!" ���������< -�	� �� "�� � 	�������  #�"+! �����$�
��	�
��

�	 %�!� � �

��
 #�'(!

/� ��� �	 �		� ���
 	�������  #�'(!� 	��� ��
	 ��	 ��	��	��� �����	�  �� ����	��	 ��
��	 �����	! ��	 
������ ����	�� �� ����� �� # �:� =� ���	������	��� 	��� ��
	 ��	
��	��	��� ����	��	� �� � ������ �� "2  �	���	!� ��	 
������ ����� �� "2� �� &2 �:�
3	��	 ��	 3� ���
����	 ��� � ���������	� ����	
 ��� � ����	 ����� ��� �	 	$��	��	�
�� �# �: �	� �����	� �� �&2 �: �	� �	���	�

R (j )ω G1(j )ω G2(j )ω C (j )ω

��	� ��# ������	

 
� ��
 �����
�� 	
 ��������

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ��




������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

���
 	�������  #�'(!� ��	� � � "�� � ��	 3� ���
����	 ��� � ����	 �� �� 3	��	
��	 ���
����	� ���	��	�� �� � � "�� ������ /��� �� ���� ��	��	���� ���
 	�������
 #�"+! ��	 	$��� 
������ ��� � ����	

�	 %�!� � ����
&

�

����	 "�
�

& �� �' �:� ��	 	$��� 
������ ����	� ' �: �	��� ��	 ���
����	 ���	��	�����
�� "�� ������ ��	 ���
������ ������������ �� ��	 ��
 
������ :��	 ���� ��� � ������
���	� ����	
 �� ����� �� ��
��	 #�+�

K

| |ω)G (j

dB

log ω

HF Asymptote
–6dB/octave
(–20dB/decade)

LF Asymptote

3 dB

1
T

��	� ��$ �
�� �
����� �

������	

 �
� � �	����
���� �������

–90

–45

10
T

0

∠ )G(jω

(degrees)

logω1
T

HF Asymptote

LF Asymptote

1
10T

MF Asymptote

��	� ��% �
�� ����� �

������	

 �
� � �	����
���� �������

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

 ��! 
%��� ����< ���� ��� ���		 ���
����	�

� / 1� ����.����� ���
����	 �� 2


� / 3� ����.����� ���
����	 �� �,2


� / 7�����	��	���  7�! ���
����	 ���� ���	��	��� ��	 1� ���
����	 �� "�"2�
��� ��	 3� ���
����	 �� "2��  ��	� � �	���	 	���	� ���	 �� "�� !�

��	 :��	 ����	 ���� ��� � ���������	� ����	
 �� 
��	� �� ��
��	 #�,�

��� �����	
���� 
��� �������
��	�	 ��	 ���������	� ����	
� ��	�	 ��	 ����	 �� ��	 ������  �� ��	��������	! �	��� ��	
����	 �� ��	 ������ ��	 ������	� �������� �� � ���������	� �	�� ����	
 ��

	 �! � � " � ��!  #�')!

���

�	 %�!� � �
�������������������
" � �&�&

�
 #�'#!

�	 %�! � ����" ��!  #�'*!

��	 :��	 ���
��
� 
��	� �� ��
��	 #�"2� �� ��	 
����� �
�
	� ����� ��	 ��	��	���
�$��� �� ��	 ���������	� ��
 ����	
� >��	 ���� ��	 ������	� �������� 
��	� �� 	�������
 #�')! �� ���� ���� �� � 96 ��������	��

��� ���
��	
���� �������
 �! ��� ������� ����

�! ���������< / ����.����� ���	 �� ��:
#! ���������< -�	� �� ��� 	�������  #�&#! �����$�
��	� ��

�	 %�!� � �

�
��

� 	&
 #�'+!

���
 	�������  #�'+!� �� �����	 ����	��	 �� ��	��	��� ���� �	���	 ��	 
������ ��
� �����	�� �� �"& �: ��� � �	���	 ��	��	��� ����	��	 ���� �	���	 ��	 
������
�� � ������ �� "22� �� �(2 �:� 3	��	 ��	 3� ���
����	 ��� � �	��������	� ����	

��� � ����	 �� �"& �:������	 �� �(2 �:��	���	� ��	 1� ��� 3� ���
����	� ���	��
�	�� �� � � ��� /��� �� ��� ��	 	$��� ����	 �� 
������ ���
 	�������  #�&#! ��

�	 %�!� � �

&�

��	 ����	 �� ��	 
������ �	�����	 �� ��	 1� ���
����	 ��

�	 %�!��: � &2 ��
"2

��&�

�

� �
� &2 ��
"2

"

&�

� �
 #�',!

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

3	��	

� � 2�&)� 0	�����	 
������ � �# �:

� � 2�)� 0	�����	 
������ � 2 �:

� � "�2� 0	�����	 
������ � �# �:

 ��! 
%��� ����< ���� ��� ��� ���
����	�<

� / 1� ����.����� ���
����	 �� 2


� / 3� ����.����� ���
����	 �� �"+2
�

��	 ����	 ����	 ����	� �����
� �,2
 �� � � ��� 5�� ����	 �	�	��� ���� � ��� ��
������	� ���
 ��	 �������� ����	� 
��	� �� ��
��	 #�""�

(degrees)
90

45

0

K

| |ω)G(j

dB

logω1
T

Slope=+6dB/octave
(+20dB/decade)

3 dB

(a)  Log modulus

(b)  Phase

∠ ω)G(j

1
T

logω

��	� ���& �
�� ��	
 �
� ����� �
� � �	����
���� ���� �������

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

| (j )G ω |

dB

10

0

–10

–20

–30

–40

10–1 100

(a) Log modulus

101

ω

ζ = 0.1

ζ = 0.2
ζ = 0.4

ωn

–50

ζ = 0.6

ζ = 0.8

ζ = 1.0

ζ = 1.5

ζ = 2.0

(degrees)

∠G(j )ω

0

–50

–100

–150

–200
10–1 100

(b) Phase

101

ω
ωn

ζ=1.5

ζ=0.1

ζ=0.2

ζ=0.4

ζ=0.6

ζ=0.8

ζ=2.0 ζ=1.0

��	� ���� �
�� ��	
 �
� ����� �
� � ���

��
���� �������

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

��� � ���� ��������
�
������	� � ���	 ���	
����� �� ��	 ���


	 �! � �

�
 #�(2!

���

	 %�! � �

2 � %�

0��������.��


	 %�! � � 2 � %�!

�&
 #�("!

���
 	�������  #�"*!

�	 %�!� �
�������������������
2 � �&�&

�(

�
� �

�
 #�(&!

��� ���
 	�������  #�&2!

�	 %�! � ����" �����&

2

� �
� ����"  �	! � �,2
  #�('!

5� ��� �	 �		� ���
 	�������  #�(&! ���� ��	 
������ ���� ����	 �� ����	 	��� ��
	 ��	
��	��	��� �� �����	�� ��	� �� ��� � ����	 �� �# �:������	  �&2 �:��	���	! ��	� ��	
��
��	�	 ��	��	��� ���
	�

>��	 ����

�	 %�!� � � �: ��	� � � "

�	 %�!� � " � 2 �: ��	� � � �

��	 :��	 ���
��
 ��� � ���	 ���	
����� �� ����� �� ��
��	 #�"&�

dB
K

0

1.0 K

(degrees)

–90

0

logω

| |ω)G(j ∠ ω)G(j

logω

–6 dB/octave

(–20 dB/decade)

��	� ���� �
�� �	����� �
� � ���� 	
������
��

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

&������ '()  �		 ���� /��	���$ "� �����')(�!
���������� ����
 ���
����	�� ��	 :��	 ���
��
 ���

	 �! � &

" � 2�)�
 #�((!

1�� ��	��	��� ���
����	 �� � ����.����� ���	 �� � �:�

��	� �# �:

/��
����	 ���	��	�����  ��	�� ��	��	���! ������ �� "��� ��	� & ������ ��	 :��	
���
��
 �� ����� �� ��
��	 #�"'�

| (j )G ω |

dB

10

5

0

–5

–10

–15

–20

–25

–30
10–1 100 2

(a) Bode Gain

101 102

ω (rad/s)

10–1 100 2

(b) Bode Phase

101 102

ω (rad/s)

0

–20

–40

–60

–80

–100

(degrees)

∠G(j )ω

–6 dB/octave

��	� ���� �
�� �	����� �
����� � 	��� �����

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

&������ '(*  �		 ���� /��	���$ "� �����'*(�!
6��� ��	 :��	 ���
��
 ���

	 �! � (

2�&)�& � 2�&�� "
 #�()!

| (j )G ω |

dB

40

20

12

0

–20

–40

–60
10–1 100 2

(a) Bode Gain

101 102

ω (rad/s)

10–1 100 2

(b) Bode Phase

101 102

ω (rad/s)

0

–50

–100

–150

–200

(degrees)

∠G(j )ω

–12dB/octave

8 dB

��	� ���� �
�� �	����� �
� � ���

��
���� ������� � � �
 �� � 	
 � � ��	�

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ����� 

��
�����
 	�������  #�()! ���� ��	 �������� ���
 
��	� ��  #�&&!

"

�&
�

� 2�&)

��	� �� � & �����

&�

��
� 2�&

��	� � � 2�&

1�� ��	��	��� ���
����	 �� � ����.����� ���	 �� � �:

��	� &2 ��
"2  (! � �"& �:

��	 ��
 
������ �	�����	 �� ��	 1� ���
����	 �� � � �� �� 
��	� �� 	�������  #�',!

�	 %�!���
� &2 ��
"2

"

2�(

� �
� + �:

 3	��	 ��	 �������	 ��
 
������ �� � � �� �� &2 �:!� ��	 :��	 ���
��
 �� 
��	� ��
��
��	 #�"(� >��	 �� ��
��	 #�"( ���� ��	 ����	 ����	 ��� ���������	� �� �	����
 ��	
����	 ���
 ��
��	 #�"" �!� �� �����	 	���	� ���	 �� ���

&������ '(+
���������� �� ��
����	�� 
���� ���	�� ����
 ���
����	�� ��� �������	 ����

7/�1/: �� � ��
���� ����� ��	 :��	 ���
��
� ���

 �! 	 �! � (

� " � &�!

 �! 	 �! � "

 " � 2�)�! " � (�!

 �! 	 �! � "2 " � �!

 " � 2�&�! " � )�!

 �! 	 �! � "22

� 2�&)�& � 2�"�� "!

��� !��'����� �
 ��� 
�����
�� �����


����� ��

����� �����
	 �
� ������(� �������

5� �����	� ) ��	 ��������� �� ���	�� ������� ����	
� �	�	 ������	�	� �� ��	 ������	�
8���
 � ����	�� �� ������
�� ��������
����� �� 
�����
� �� �� �������	 �� 
�� �
������� ���
 ��	 ��
��	$ ����	 �� �����	�� 5� �� ��	�	���	 �������	 �� ������	�
��������� �����
����� ���
 ��	 ������	 �� �����	� ��
��	$ ����	� ��	 ! �!�����	�
��	 �	���������� �	��		� ��	 �������� �� ��	 ��� ��
��	$ ����	� �� 
��	� ��
������?� ��	��	
� ����� ����	�< @��� � 
��	� ������� �� ��	 ������	 ���� 	������	�

 ���	� ��� , .	��� �� ��	 �������� ! �! �� � ��������	 ���	������ ��	 �	������


�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

������� �� ��	 ! �!�����	 	������	� ��	 ���
�� � ����� �� - ��
	� �� � ��������	
���	�����?�

-�	�	

- � , � 
  #�(#!

������	� � ��������

! �! �  �� ."! �� .&!

 �� �"! �� �&!
 #�(*!

��	�	 ." ��� .& ��	 .	��� �� ! �! ��� �" ��� �& ��	 ���	�� 4�������  #�(*! ��� �	
�����	� ��

! �! � �! �!��! �!

��	 
�����
 �� � ������� ���
 ��	 ������	 �� ��	 ! �!�����	 �� ����� �� ��
��	 #�")�
���
 ��
��	 #�")

�! �!� � ����
�
������  #�(+!

���

�! �! � �." � �.& � ��" � ��&  #�(,!

/� �" �� ��
��	 #�") �! �� ��	�� ��������	 ������ ��	 �������� �� 	������	� ��� .	���
��� ��	 ���	� ���
 ������?� ��	��	
 
��	� �� 	�������  #�(#!� ��	 ��
�	� ��
��������	 	������	
	��� �� ��	 ���
�� �� ��
��	 #�") �! ��

- � & � " � "  #�)2!

����� ��� )������ ���'����� ��������


/ ��	��	��� ��
��� ��������� ����	���� �	�	���	� �� >������  ",'&! �� ���	� ����
������?� ��	��	
� 5� ��	 �������� ! �! �� �� ���� ��	 �������	������ 	������� �� �
����	������ ������� ����	
� ��	�

jω

φ z1

φ z2

φp1

σ
φp2

d

a

c

(a) planes- (b) ( )-planeF s

Im

s1

F s( )

b

s1

∠F s( )

Re

��	� ���  ���	
� 
� � �

�
�� ��
� ��� �����
� �
 ��� ��������
��

��	 �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

! �! � " � 	 �!# �!  #�)"!

>��	 ���� ��	 ����� �� ��	 �������	������ 	������� ��	 ��	 ����	������ ���	�� ����� ��	
��	 .	��� �� ! �!�

5� ���	� �� 	������	 ��� ���	� �� .	��� �� ! �! ���� ��	 �� ��	 ��
������� ���	 �� ��	
������	� � >������ ������� �� ���������	� �� ����� �� ��
��	 #�"#� �� ����� ���	� ��
��	 ���
��� � �
��� �	
������	 �� ������ �� ��	�	 �� 2� �� ������	��

��
��	 #�"* �! ����� ��	 " � 	 �!# �! ����	 ��	� , � 
 � &� ��	� ��� ��������	
	������	
	���� 3��	�	�� �� ��	 ������� �� �����	� �� 	 �!# �! ����	 �� ����� ��
��
��	 #�"* �!� ��	� �� 
��	� ��	 ���� �� ��	 �	��� ��	� 	������	� ��	 �" ������

σ

r → ∞

ε

+jω

–jω

��	� ���� �����
� !���	�� �

�
���

Im

Re Re

Im

(a)   1 + ( ) ( )  planeG s H s (b) ( ) ( )  planeG s H s

ω=–∞

ω ∞=

(–1, j0)

ω 0=

ω 0=

��	� ���# "

�
��� 	
 ��� �� �������� �
��������� ���
���

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ��




������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

��	 >������ ��������� ����	���� ��� �	 ����	� ��< @/ ����	������ ������� ����	
 ��
�����	 ��� ��� ���� ��� � ������� �� ��	 	 �!# �! ����	 �	�����	� � ��
�	� �� �����	��
��������	 	������	
	��� �� ��	  �"� %2! ������ ��	 ��
�	� �� 	������	
	��� �	��

	���� �� ��	 ��
�	� �� ���	� �� 	 �!# �! ���� �������	 �	�� �����?�

3	��	� �	����	 ��	�	 �� � �	� ��������	 	������	
	�� �� ��	  �"� %2! ����� �� ��
��	
#�"* �! ��	 ����	
 �� �������	� 5�� ���	�	�� ��	�	 ��� �		� � �	� �����	����������	
	������	
	��� ��	 ����	
 ����� ���	 �		� �����	� ��� ��	 ��
�	� �� 	������	
	���
����� ���	 �		� 	���� �� ��	 ��
�	� �� ���	� �� 	 �!# �! ���� �������	 �	�� ������

��� ��	 ��������� 
 � 2� ��	 >������ ����	���� ��< @/ ����	������ ������� ����	
 ��
�����	 ��� ��� ���� ��� � ������� �� ��	 	 �!# �! ����	 ��	� ��� 	������	 ��	  �"� %2!
����� ��	� ��	 ��
�	� �� ���	� �� 	 �!# �! �� ��	 ��
������� ������	 �� .	��?�

5� �������	� ���� ��	 ��	��	���	� � � 2 �� �	 ��	 �� ���	�	�� ��� ����	 �� ��	
��	��	��� ��
��� � � %�� � ��
�����	� >������ ��������� ����	����� �� ����� �� ��
��	
#�"+ ��< @/ ����	������ ����	
 �� �����	 ��� ��� ���� ��� ��	 ����� �� ��	 	 %�!# %�!
�������� ��	� ��� 	�����	 ��	  �"� %2! ����� �� � �� ����	� ���
 .	�� �� ���������
4�������
 ��	  �"� %2! ����� 
�� �	 ���	���	�	� �� ������
 �� ��	 �	�� �� ��	 �����?�
��	 	 %�!# %�! ����� �� �	�	��	� �� �� ��	 >������ 6��
��
�

/� �
������� ����	�	��	 �	��		� �������� �� ��������� �� ��	 ������	 ��� ��������� ��
��	 ��	��	��� ��
��� �� ����� �� ��	 ���
	�� ����	
 
��	�� �� ��	 ���
 �� ������	�
��������� �		� �� �	 ������ 5� ��	 ����	�� ���	�	�� 	���	� 
��	�� �� � �	� ��
�����;������ 
	����	� ��	������ ��	��	��� �	�����	 ���� ���
 �� ������� ����	


�� �	 	
����	��

������� 
� �����
���
��	 ����	� ��	 ��	������ ��	��	��� �	�����	 ����� 	 %�!# %�! �� �� ��	  �"� %2!
������ ��	 �	��	� ��	 ����	������ ����	
 �� �� ������������ 5� �������	� ��� �������

Re

Im

(–1, j0)

Stable

Unstable

G H(j ) (j )  planeω ω

ω =0

ω = ∞

��	� ���$ !���	�� �	����� ��
�	
� ���#�� �
� �
���#�� �

�
����

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

����	
� ����	�� � /���$� �� 0��
$�$��� 
	�	����� �	�	��	� �� �� 
��� ��� ����	

��
���� ��	�	 ��	 ����� �� ��
��	 #�",�

	�$� /���$�  	/"< ��	 
��� 
��
�� �� ��	 ����	��	 �� ��	������ 
��� �	����	�
��	� ��	 ��	������ ����	 �� �"+2
 �� 
��	 ��	 ����	������ ����	
 %��� �������	�

>������ ���
��


	/ � "

�	 %�!# %�!�"+2

 #�)&!

:��	 ���
��


	/ � &2 ��
"2

"

�	 %�!# %�!�"+2


 �
 #�)'!


%��� /���$�  
/"< ��	 ����	 
��
�� �� ��	 ����
	 �� ��	������ ����	� �	����	�
��	� ��	 ��	������ 
������ �� ������  �� 2 �: �� ��	 :��	 ���
��
! �� 
��	 ��	
����	������ ����	
 %��� �������	�

9���	 7��
�� � "+2 � �	 %�!# %�! 
�� � "!  #�)(!

Re

Unit circle

PM

1

GM

Im

(–1, j0)

��	� ���% ��	
����	
 $� % �
� ����� ����	
 $� % 

 ��� !���	�� �	������

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

&������ '(1  �		 ���� /��	���$ "� �����'1(�!
��������� ��	 >������ ���
��
 ��� ��	 ������� ����	
 ����� �� ��
��	 #�&2 ��� ����
��	 ��������	� 
��� �" ����

 �! 
��	� ��	 ����	
 %��� �������	�  ������
 ����
 ��	 0���� ��������� ����	����!
 �! 
��	� ��	 ����	
 � 
��� 
��
�� �� &  # �:!� -��� �� ��� ��	 ����	 
��
��A

0����$��
=�	������ ������	� ��������

	 �!# �! � �

� �& � &�� (!
 #�))!

��	�	

� � (�"  #�)#!

	 �!# �! � �

�' � &�& � (�

	 %�!# %�! � �

 %�!' � & %�!& � (%�

� �

�&�& � % (�� �'!

0��������.��


	 %�!# %�! � ���&�& � % (�� �'!�
(�( �  (�� �'!&

 #�)*!

���
 	�������  #�",!

�	 %�!# %�!� � ������������������������������������
(�( �  (�� �'!&

�  #�)+!

���
 	�������  #�&2!

�	 %�!# %�! � ����" � (�� �'!

�&�&


 �

� ����" ( � �&

&�

� �  #�),!

R s( )
C s( )

Controller Plant

K1 s s s( + 2 + 4)2
4+

–

��	� ���& "�
�����

� �

��
� �������

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

��	 >������ ���
��
 �� ���������	�� ��� � � "� �� ��	��	���	� 	���	� ���	 �� ��	 "+2


������ ������ ���
 	�������  #�),! ��� �	 �		� �� �	 � � & ������ 8���
 	��������
 #�)+! ���  #�),!� ����	 #�' 
�� �	 	������	��

 �! ���
 	�������  #�)&!

	/ � "�2�"&) � +

B���	 �� � �� 
��	 ����	
 %��� �������	

������� � � � 	/
� " � + � +

���
 	�������  #�)#!

�" ��� ����������� � &

 �! ��� � 	/ �� &� ��	 ����� 
��� ���� �����
� ��	  �2�)� %2! ����� �� ��
��	 #�&"�
���� ��� �	 ���	 �� 
���������
 ��� ��	 
������ ����	� �� ����	 #�' �� ���� ���
�	�������
 ��
��	 #�&"� /��	������	��� ��	 ����	� �� ��
��	 #�&" ��� �	 
�������	�
�� � ������ �� ����  ������� �	�������
!� 3	��	 ��	 ���� �����	 �� 2�&) � ( ��� ��	

/ ��� �	 �		� �� ���	 � ����	 �� )2
 ��	� ��	 	/ �� &�2�

B���	 �� � �� 
��	 � 	/ �� & �� ��	 ���
���� � ��
	� (� ��	� " � ( � (� ���
  #�)#!

�" � "�2

3	��	� �� 
��	 � 	/ �� & ��� � 
/ �� )2
� ��	 ��������	� 
��� 
��� �	 �	� �� "�2� 5� ��
�� �����	�� ��	� 
�������	� �� ��	 	/� ��	� ��	 ����	
 %��� �	��
	� �������	� ��	��
����
 ��	 0���� ��������� ����	����<

�������	������ 	�������

" � �

� �& � &�� (!
� 2  #�#2!

�' � &�& � (�� � � 2  #�#"!

0����?� ����� ��2 �

�" "
& + � �!

�& & �

�' " (�
���� ��	� � � + ��	� ��	 ����	
 �� �������	�

����� ��
 6��� ��� >������ ���
��
 ��� ����	
 �� ��
��	 #�&2

�  �����! 2�) "�2 "�) &�2 &�) '�2 (�2 )�2

�	 ��!# ��!� � � "! 2�)") 2�&*+ 2�"," 2�"&) 2�2*' 2�2(' 2�2"+ 2�22+)
�	 ��!# ��!  �	
! �"2) �"&( �")2 �"+2 �&2( �&&2 �&'# �&()

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

������ ���� �
����������
�
����	������ ������� ����	
� ��	 ��������	� ��������
 �� ��	 ��
�	� �� ���	 ���	
���
����� �� ��	 ��	������ ������	� ��������� 5�

	 �!# �! � �
��

$�"  �� .$!

��
��

2�"  �� �2!
 #�#&!

��	� � �� 	�������  #�#&! �� ��	 @���	 ��
�	�? �� ��	 ����	
 ���
�

�	���	� ��	
������� �� ��	 �������� ��	 ����	
 @���	? ��� �	 ���	��	� ���
 ��	 �������
 �����
 �� 2! �� ��	 >������ ���
��
� ��� ��	 ����	
 ���	� ���
 ��	 ��������
 �����
 �� 	!� �		 ��
��	 #�&&�

������ ������ ��� ������	����� ���
��
���
 ��	 ����� ����	 ��	��	
 
��	� �� 	�������  '�"2! �� �� �������	 �� �	���	 � �	� ��
��	��������	 	���� ��	�����	����

"� 9������� 	���� ��	�����	��

�� � ��

��2

	 �!

New scale

Original scale
–0.6 –0.5 –0.4 –0.3

–1–1

–0.2 –0.1 0
0

Im

Unit circle
on new
scale

Re

0.1

ω =2.5
ω =2.0

ω =1.5

ω =1.0

ω =0.5

–0.1

–0.2

–0.3

–0.4

–0.5

–0.6

0.1

PM=50°

��	� ���� !���	�� �	����� �
� ������ 	
 �	���� &�'(�

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

��� � ��	� ������

��� � "

" � ��
 #�#'!

&� B	������ 	���� ��	�����	��

�� � ��

��2

� 	 �!

��� � ��
� ������

��� � "

��
 #�#(!

'� /��	�	������ 	���� ��	�����	��

�� � ��

��2

�& 	 �!

��� � ��������� ������

��� � "

��
 #�#)!

(c) Third-order type two system

Re

Im

(a) First-order type zero system (b) Second-order type one system

Im

Re

G s H s K( ) ( ) =
(1+ )s Ts

G s H s K( ) ( ) =
(1+ )Ts

Re

Im

G s H s K( ) ( ) =
(1+ )s Ts2

��	� ���� )����	

��	� #�����
 ������ ���� �����	�	���	

 �
� ��� !���	�� �	������

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

����	 #�( ����� ��	 �	���������� �	��		� ����� ��������� ����	
 ���	 ��� ��	����
����	 	����� ���
 ����	 #�( �� 
�
�� ���	�� ���� �� ����� �	 �	������	 �� 
��	 
���
����	
� ���	 ���� 5� ������ �	 ���	� ���
 ��
��	 #�&& �! ���� ���	 ��� ����	
� ��	
�������	 ��� ��� ����	� �� �� ��� ���� �	����	 ��
	 ���
 �� ��
�	�������  �		
4$�
��	 #�#!�

5� 
	�	���� ���	 .	�� ��	 �������������� ���	�� ��	 ��	������ 
��� � ��� �	 ����	��
������� ������������ �� � �������	���� ��
� ����	 �� 
��	 "� " � ��! ���	������ �
����
7��� ������� ����	
� ��	 ���	 ��	� ��	 ���	
����� 	���	� ��������
 ���������� ��
�	���	���	�� ������	� �� ��	 ���
 �� ���	
��� ������� ������� ��	� 95 �� 956�

�����
��� 
� ��� �
�� �������
5� 
	�	���� �� �� 
��	 ����	��	�� �� ��	 ��	 :��	 ���
��
 �� ������� ����	
 �	��
�
����	� ���� ��	 >������ ���
��
� ���� �� �	����	 ����
	� �� ��	������ 
��� �� ���
���	�� ��	 :��	 ����	 ���
��
 �� ���� ��� �	���� �� ��	 :��	 
��� ���
��
 �	������
 ���
����	� ��� %��� �	��
 �����	� �� ��	 �����	������

-��� 4$�
��	 #�(  �		 ���� /��	���$ "� �����'1�(� ��� �����'1
(�!� ��	� ��	
��������	� 
��� �	� �� �" � "�2� ��	 ��	������ ������	� �������� ��

	 �!# �! � (

� �& � &�� (!
 #�##!

4�������  #�##! �	��	�	��� � ���	 ���	
����� ��� � �	��������	� ����	
 �� ��	 ���


	 �!# �! � "

�

"

 2�&)�& � 2�)�� "!
 #�#*!

/� 	$�����	� �� ��
��	 #�"& ��	 ���	 ���	
����� ���
����	 ���� ���� �����
� 2 �: ��
"�2 �����  ��� � � " �� 	�������  #�#*!! ��� ��	 �	��������	� 	�	
	�� ��� ��
����
�	� ������� ��	��	��� �� &�2 ����� ��� � ��
���
 ����� �� 2�)�

��
��	 #�&' �!� ����	  �!� ����� ��	 :��	 
��� ���
��
 ��� ��	 ������	� ��������

��	� �� 	�������  #�##!� ����� ��� � 
��� 
��
�� �� # �:  ��	 �
���� ��	 ��	������

��� ��� �� �	 ����	��	� �� 
��	 ��	 ����	
 %��� �������	� ��
��	 #�&' �!� ����	  ��!�
����� ��	 	��	�� �� ����	����
 � �� � ������ �� ���  # �:! �� 
��	 ��	 ����	
 %���
�������	� ��� ����	  ��! ��	 ��	������ ������	� �������� ��

	 �!# �! � +

� �& � &�� (!
 #�#+!

��
��	 #�&' �! ����� ��	 :��	 ����	 ���
��
 ����� �� ���
������ �� �,2
 �� ���
��	��	���	� ��� �&*2
 �� ��
� ��	��	���	�� ������
 �����
� �"+2
 �� & ������ ��

����� ��� 0	���������� �	��		� ����� ��������� ����	

���	 ��� ��	��������	 	����

3���� �����$�� 0����������� �����

���� .��� ���� ��� ���� ���

��	� �������� .	�� .	��
0�
� ����	����
 �������� .	��
9�������� ����	����
 ����	����
 ��������

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ����� 

�	�	�
��	 ��	 ����	 
��
��� ������ ��	 ��	������ ����	 ��	� ��	 
������ �� 2 �:
 �� ����	  �!� ��
��	 #�&' �!� ���� �� �����$�
��	�� "�" �����!� ��� �������� ��	 ����	
���
 "+2
 �� 
��	 � 
/ �� )2
 �� ������

30

20

10

0

–10

(ii)

System just unstable

GM =6dB

G
ai

n 
(d

B
) (i)

–20

–30

–40

–50
10–1 100 101

Frequency (rad/s)

(a) Bode Gain

PM=50°

–50

–100

–150

–180

–200

–250

–300
10–1 100 101

Frequency (rad/s)

(b) Bode Phase

Phase

(degrees)

��	� ���� ���#	�	�� 

 ��� �
�� �	������

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

�� *������
���� '��+��
 ���
����� �
� �����������

�����
�� �����
��

�� �� ����������� 
�����
�� �����
��

-�	� �	��
���
 � ������� ����	
 �� �� 	��	����� ��

 �! 	����	 ���� ��	 ����	
 �� �����	 ��� ��� ��	�����
 �	
�
	�
 �! 	����	 ���� ��	 ����	������ �	����
���	 
		�� ��	 �	����	� ��	�����������

��
	 ��
��� �	����
���	 ��	����������� ��	 �	�����	� �� �	����� '�* ��� ��
��	 '�&"�
��	��	��� ��
��� �	����
���	 ��	����������� ��	 
��	� �� �	�
� �� 
��� ��� ����	

��
��� �� ������	 ��	����	 ��������� ��
	��	� ���� �����
����� �	�����
 �� ��	
����	������ ��	��	��� �	�����	� ��
��	 #�&( ����� ��	 ����	������ ��	��	���
�	�����	 �� � ������� ����	
� ��	 ����	������ 
������ �� ������� �	���	� ��

�

�
 %�!

����
���� � /  #�#,!

�����$��%  �:!< ���� �� ��	 ��	��	��� �� ����� ��	 ����	������ 
������ / ��� ����	�
�� ' �: �	��� ��� .	�� ��	��	��� ����	�  ���� �� ��� ���	 ��� ����	
� ���� �� ���
��	���	 ���� �� �� �	�	���!


��2 �������  /�!< ���� �� ��	 
�$�
�
 ����	 ���� ��	 ����	������ 
������ /
���	� ����	 ��� .	�� ��	��	��� ����	�


��2 ���������  ��!< ���� �� ��	 ��	��	��� ���� ��	 �	�� 
������ ������� >��	 ����
�� 	 �:�

���
��	
���� ������ �

���	


� ��������� ����
���
7��� ����	������ ����	
� �����$�
��	 �� �	��������	� ����	
�� 4�������  #�&#!

��	� ��	 
	�	��� 	������� ��� 
������� 5�� ��	� � �� �	� �� ������ ���� 	������� ��

Bandwidth

ωp ωB log ω (rad/s)

0

–3

Mp

( )M

(jω)
R
C

(dB)

��	� ���� "�
�����

� ������
�� ����

���

��	 �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

�����	�� ����	�	�����	� ���� �	��	�� �� �& ��� 	����	� �� .	��  �� ���� � 
�$�
�
!�
��	�

/� � "

&�
�������������
" � �&

�  #�*2!

�� � ��

���������������
" � &�&

�
 #�*"!

5�� �� � ���	�������
�� /� �� ��
��	� �� ' �:  
���
&

�
!� ��	� ���
 	��������  #�*2!�  #�*"!

��� ��
��	 #�""

� � 2�'+

�� � 2�+(��

�: � "�(��

 #�*&!

5� 
	�	���� ��� � ����� �		����� ������� ����	
� ��	 ����	������ ��	��	��� �	�����	 ��

��	� �� 	�������  #�*'!

�

�
 %�! � 	 %�!

" � 	 %�!
 #�*'!

4�������  #�*'! ��� �	 	$��	��	� �� �	����
���� ����������	� ��

�

�
 %�! � 4 %�! � %5 %�!

" � 4 %�! � %5 ��!
 #�*(!

3	��	

�

�
 %�!

����
���� � / � 4 %�! � �5 %�!�

�" � 4 %�! � %5 %�!�  #�*)!

4�������  #�*)! ��� �	 	$��	��	� �� �� 	������� �� � �����	 �� ��	 ���


4 %�! � /&

/& � "

� �&

�5 %�!& � /

/& � "

� �&

 #�*#!

��	�

�	���	
�/&

/& � "
� 2

� �

������ � /

/& � "

� �  #�**!

/���� ���
 	�������  #�*'!

��
�

 ��! � � 4 %�! � 5 %�!! � � " � 4 %�! � 5 %�!!  #�*+!

�	�

- � ��� ��
�

 %�!


 �
 #�*,!

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ��




������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

4�������  #�*+! ��� ���� �	 	$��	��	� �� �� 	������� �� � �����	 �� ��	 ���


4 %�! � "

&

� �&

� 5 %�! � "

&-

� �&

� "

(

-& � "

-&

� �
 #�+2!

��	�

�	���	 �"�&� "�&-

������

���������������
-& � "

�

&-

 #�+"!

��	 / ��� - �����	� ��� �	 ���	��
���	� �� � >������ ���
��
  ����	� � 3��� �����!
�� ���	���� ������ ����	������ ��	��	��� �	�����	 �����
������

/��	������	��� ��	 ����	������ ��	��	��� �	�����	 ��� �	 ������	� ���
 � >������
���
��
 ����
 ��	 ���	�� ������������ 
	���� ����� �� ��
��	 #�&)� ���
 	�������
 #�*'!

�

�
 %�!

����
���� � �	 %�!�

�" � 	 %�!� �
�=:�
�/:�  #�+&!

/��� ���
 	�������  #�*'!

��
�

 %�! � �	 %�! � � " � 	 %�!!

� ��=: � �=/:

 #�+'!

1O Re

Im

| |ω)G(j
| |1+ )ωG(j

∠ ω)G(j

∠1+ (j )G ω–1

B

CA









∠– (j )ω

R
C

��	� ��� "�
�����

� ������
�� ����

�� ��
� !���	�� �	����� ��	
� ��� �	���� �

������	

����
��

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

3	��	

��
�

 %�! � ��/:=  #�+(!

���  ���

� �����
��	 >������ ����� ����� �� ��
��	 #�&# �� � �	����
���� ���� �� ��	������ ����	 ��
��	 ���$�� �
����� ��	������ 
������  �:! �� ��	 ���$��� / ��� - �������� ��	
���	��
���	� �� ���� ��	������ ��� ����	������ ��	��	��� �	�����	 �������	�������
��� �	 	������	� ��
�����	������ 1��	 ��	 :��	 ���
��
� ��	 	��	�� �� ����	����
 ��	
��	������ 
��� �������� � �� �� 
��	 ��	 ��	������ ��	��	��� �	�����	 ����� �� ��	
�����	������ ��	 >������ ����� �� ��	 �� ��	 
��� ��	��� ����� �� ��	��	��� ��
���
���������

&������ '(6
��� ��	 ������� ����	
 
��	� �� 4$�
��	 #�(� �	�	�
��	

 �! ��	 ��������	� 
��� �" �� 
��	 ��	 �	�� �������� �	�����	� -��� �� ��	 ����������

��� 
��
�� ��� ����	 
��
��A

 �! ��	 ��������	� 
��� �" �� 
��	 � �	�� 
������ /� �� ' �:� -��� �� ��	 �����
������ 
��� 
��
�� ��� ����	 
��
��A

–360 –270

Open-Loop Phase (deg)

O
pe

n-
Lo

op
 G

ai
n 

(d
)

B

–180 –90 0
–40

–30

–20

–10

0

10

20

30

40

6 dB

– B12 d

– B20 d

–40 dB

– B6 d

3 dB
– B3 d

1 dB – B1 d

0.5 dB

0.25 dB

0 dBM contours

N contours

��	� ���� *�� !	��
�� ������

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

 �! ��� ��	 ��������	� 
��� ��  �!� ����� �� ��	 ��
	 ��
���� �� ��	 ���	���
	� �	�����

��
	 ��� �	��	���
	 ��	������A

0����$��

 �! ��	 ��	������ ������	� �������� ��� 4$�
��	 #�( �� 
��	� �� 	�������  #�))!

	 �!# �! � �

� �& � &�� (!
 #�+)!

��
��	 #�&*  �		 ���� /��	���$ "� �$�'*7(�! ����� ��	 >������ ����� ��� � � (
 ��������	� 
��� �" � "!� ��	�	 ��	 ��	 �	����
� ����� �� ��	 :��	 ���
��
 �� ��
��	
#�&' �!� ����	  �!� ���  �!� ��	�	

C��� 
��
�� � # �:

9���	 
��
�� � )2�

���
 ��
��	 #�&* �� ��� �	 �		� ���� ��	 �	�� 
������ /� �� ( �:� ��������
 ��
�� � "�#' ������ ��	 ��������� �: �� &�& ������ ��� ��	 �	�� �������� �	�����	� ��	
��	������ ��	��	��� �	�����	 ����� ������ ������ ��	 2 �: / ������� ��� �� ���	

ω =2.67

–150° –120° –90° –60° –30° –20° –10°
–20 dB

0–20–40–60–80–100–120

Open-Loop Phase (deg)

O
pe

n-
Lo

op
 G

ai
n 

(d
b)

–140–160–180–200
–20

–15

–10

–5

0

5

10

15

20

25

30

–12 dB

–6 dB

–3 dB

–1 dB

ω =2.0

ω =1.63

ω =1.13

ω =0.4

ω =0.2

ω =0.1

PM

GM

0 dB
0.25 dB

1 dB

0.5 dB

3 dB

6 dB

ωB =2.2

��	� ���# !	��
�� ����� �
� +������ &�,� � � ��

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

� ��	��	��� ���
	 �� �������	� ���� �� ����� �� ��
��	 #�&+� ����	  �!� �� ������ ����	
 �!� ��	 ����� ��� �		� 
��	� ���� �� & �: ���
 ���� ����� �� ��
��	 #�&*� ����
�	��	�	��� � 
��� �	������� ��


��� �	������� ������ � ���
 �&�&2! � 2�+  #�+#!

3	��	� ��� �	�� �������� �	�����	

� � (�2 � 2�+ � '�&  #�+*!

��������	� 
��� �" � ��( � '�&�( � 2�+  #�++!

���
 >������ �����

C��� 
��
�� � +�") �:

9���	 
��
�� � #2�

:�������� � &�2& �����

 #�+,!

 �! �� ������ ����	  �!� ��	 ����� ��� �		� 
��	� ���� �� 2�) �: ���
 ���� �����
�� ��
��	 #�&*� ���� �	��	�	��� � 
��� �	������� ��


��� �	������� ������ � ���
 �2�)�&2! � 2�,((  #�,2!

ω =1.58

ω =2.2

(a)

(b)

0–20–40–60–80–100–120–140–160–180–200
–20

–15

–10

–5

0

5

10

15

20

25

O
pe

n-
Lo

op
 G

ai
n 

(d
b)

Open-Loop Phase (deg)

30

–20 dB

–12 dB

–6 dB

–3 dB

–1 dB

0.25 dB

0.5 dB

1dB

3 dB

6 dB

ωB =2.1 ωB =2.02

ω =2.66

–150° –120° –90° –60° –30° –20° –10°

��	� ���$ !	��
�� ����� ��
�	
�#��� ����#�
�����

�� $���-� $�%% �
�����

���	����./�� $���-� $#%%�

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

3	��	� ��� � �	�� 
������ �� /� � ' �:�

� � (�2 � 2�,(( � '�+  #�,"!

��������	� 
��� �" � ��( � '�+�( � 2�,)  #�,&!

���
 >������ �����

C��� 
��
�� � #�'# �:

9���	 
��
�� � )'�

:�������� � &�" �����

 #�,'!

��
��	 #�&,  �		 ���� /��	���$ "� �$�'*8(�! ����� ��	 ����	������ 
������ ��	��	���
�	�����	� ����	  �! �� ��	 �	�� �������� �	�����	� ����	  �! �� ��	 �	�����	 ���� /� �	�
�� ' �:�

��� �����
����� ����	
 �
 ��� 
�����
�� �����


5� �	����� (�)� ��������	��� ������������ 956 ��������	�� ��� ����	������ ����	
� �	�	
�������	�� 5� �����	� ) �� ��� �	
�������	� ��� ��
�	������� ����� �	 �	��
�	�

10

G
ai

n 
(d

B
)

Frequency (rad/s)

0

–10

–20

–30

–40

–50

–60
10–1 100 101

(b)  Response with =3dB
(Bandwidth=2.1 rad/s)

Mp

(a)  Best flatband response
(Bandwidth=2.02 rad/s)

��	� ���% "�
�����

� ������
�� ����

�� ��
�	
� #��� ����#�
� ����

�� $���-� $#%% �
� ����

�� �	��
��./�� $���-� $�%%�

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

�� ��	 ������	 �� �
����	 ����	
 �	����
���	� 5� � ��
���� 
���	�� �� �� �������	
�� �	��
� ��
�	�������  ���� ��	 ������� ��������	� �� ��	 ������� ����! ����

��	��	��� ��
��� �	������	��

��	 
	�	��� �������� �� �� �	�����	 ��	 ��	������ ��	��	��� �	�����	 �����
	 %�!# %�! �� ���� � 
���	� ���� ��	 ����	������ ��	��	��� �	�����	 
		�� � 
��	�
��	��	��� ��
��� ��	���������� �� �	�
� �� ��������� ��� �	�� 
�������


9 ������� ���������$��< 5� �����	� )� ���	������ 4$�
��	 )�"2� �� ��� �	
���
�����	� ��� � ������	� 96 ��
�	������ ����� �
����	 ���� ����	
 �	����
���	
��� ���������� 3��	�	�� �� ���� �����	�� ��
��	 #�"2 
��	� ��	 ��	��	��� �	�����	
�������	������� �� � 96 ��������	����
�	������� ��	 �
������� ����
 �� ���	 �����
��
��	 #�"2 �� ����� �� ��	���� ����	 � � "�� � ��	 ��
 
������ ����	��	� ��
�# �:������	 ��� 	�	�
��	� 5� �������	 ���� ���� ��� ����	� �	����	 	�	�������
����	
 	�	
	��� ���� �������	� :�� ���� ���� ����	�� ���	�	�� �� ���� ��� ��
�
��	��	��� ����	 �� ��	 ����	
 ���� �	 
�	���� �
�����	�� 5� ��	�	���	 �	��
	� �	�	��
����� �� � ��������� ������������ ���� ���� 96 ��� 956 ��������	��� �� ��������	� ��
��
	 �������	 ��
� ��	��	���� � �������� ����	��

����� ,���� ���� �����
�����


/ ����	 �	�� ��
�	������ �� ����	�	�� ���
 ��	 ���������	� �	�� ����	
 
��	� ��
	�������  #�')! ��� ��
��	 #�"2 �	����	 �� �������� ���� ��
	����� ��� �	��
������
���������	� ������	� ����������

��� !����"� 
��� �
��������
�
/ ������	 �	�� �	�����  ����
 ��� �	������� ��� ��	 ���������! ��� � ������	� �����
���� �� ��	 ���


	 �! � "




 " � 
��!

 " � ��!
 #�,(!

��	�	 ��	 ��� ����������
	� �� ������	 �	�� ��
�	�������<

 �! ��	 ��
	 ��������� ��	 ����	�
 ��! ��	 
��� �������� "�
 �� ������ �	�� ���� �����  ����	� ���	����� ����! ��� �����

������ �
����������� �� ����	 
 �� �	����	� �� 
������� ��	 ����	 �� ��	 ��	������

��� ��

��� ����"� 
��� �
��������
�
/� �����	 �	�� ��
�	������� �	����� �� ����� �� ��
��	 #�'2� ��� �� ���	����

��	�������� �
�����	�

:�

:�
 �! � �,�

,�
 #�,)!

��	�	 ,� � ����� �
�	����	 ��� ,� � �		����� �
�	����	�
>��

"

,�
� "

�"
� �"� � " � �"�"�

�"

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

3	��	

,� � �"

" � �"�"�
 #�,#!

���

,� � �&

" � �&�&�
 #�,*!

5��	����
 	��������  #�,#! ���  #�,*! ����  #�,)!

:�

:�
 �! � ��&

�"

" � �"�"�

" � �&�&�


 �
 #�,+!

��� �� 
	�	���

	 �! � �"
" � �"�

" � �&�


 �
 #�,,!

���� ���
 	�������  #�,,! �� ��� �	 �		� ���� ��	 ����	
 �	��
�	� ��� ��
��	�	
��	$������� ����	� �"� �" ��� �& ��	 ��� ����	�� ��� � �	�� �	������ �" 
��� �	 
�	��	�
���� �&� ��	 :��	 ���
��
 ��� �� �����	 �	�� �	����� �� ����� �� ��
��	 #�'"�

���
 	�������  #�,,!

	 %�! � �"
 " � %��"!

 " � %��&!


 �
� �" " � %��"! " � %��&!

 " � �&�&
& !

 #�"22!

	$������


	 %�! � �" " � %��& � %��" � �"�&�
&!

 " � �&�&
& !

 #�"2"!


����


	 %�! � �"� " � �"�&�
&! � %� �" � �&!�

 " � �&�&
& !

 #�"2&!

���
 	�������  #�&2!

���� � � �" � �&!

 " � �"�&�&!
 #�"2'!

v t( )i v t( )o

+

–

R1

C1

C2

R2

��	� ���& ���	-� ���� �
���
���	

 
���
�0�

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	
	 � ������������ �������� ����� 

�� ���� �
� ����	�	�����	 	�������  #�"2'! ���� �	��	�� �� �� ��� 	����	 �� .	��� ����

��	�

�
 � "�����������
�"�&

�  #�"2(!

(b) Phase Advance

(a) Log Modulus

K dB

G
ai

n 
dB

5

0

10

15

20

Frequency (rad/s)

Frequency (rad/s)
0

10

20

Phase
(degrees)

40

50

60

ωm1
T1

1
T1

1
T2

φm

+6dB/octave

1
T2

��	� ���� ������
�� ����

�� ���������	��	�� 
� � ���� �
���
���
��

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

�����������
 	�������  #�"2(! ����  #�"2'! �� 
��	

�
 � ����" �" � �&

&
�����������
�"�&

�

 �

 #�"2)!

��	 ����	 �� �
 �	�	��� ���� ��	 ������
 �� "��" ��� "��& �� ��	 ��
� �$��� �		
��
��	 #�'&�

#����� ��
������ �
� 
��� �
��������
�
"� �	� � �� � �������	 ����	 �� ���� ��� ��	��������	 	���� ����	��� ��	 
	��
&� 9��� ��	 ��	������ ��	��	��� �	�����	 ��� ������ ��	 ����	 
��
�� ��� ��	


������ �������	� ��	��	����  ��	� ��	 ��	��	��� �� ����� ��	 
������ ����	�
�����
� 2 �:!

'� �	� �
 �� ��	 
������ �������	� ��	��	��� ��� 	���
��	 ��	 ����	 ������	 �


�	����	� �� ������	 � �������	 ����	 
��
��� ���
 	��������  #�"2(! ���  #�"2)!�
�	�	�
��	 �" ��� �&�

(� 9��� ��	 ��
�	����	� ����	
 ��	������ ��	��	��� �	�����	� >��	 ���� ��	

������ �������	� ��	��	��� ��� ��� ����	��	�� 0	���	 ��	 ��
�	������ 
���
�" �� ���� ��	 
������ �������	� ��	��	��� �	����� �� ��� ���
���� ����	� ��� ��	
�	���	� ����	 
��
�� �� 
	��

$��� �����

&������ '('
��	 ���	� 
���	� 
�����	 ����� �� ��
��	 )�&# ��� �� ��	������ ������	� ��������
 ��
�����
 ��	 ��� ����
��� ��� 
�����	 ����
���! ��

	 �!# �! � &2

�& �� )!
 #�"2#!

0

10

20

30

40
φm

(degrees)

(spacing (octaves)

50

60

70

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

��	� ���� )����	

��	� #�����
 �
 �
� ��� ����	
� 
� ���� �
� ���	 	
 
���-���

��	 �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

6	��
� � ������	 �	�� ��
�	������ ���� ���� 	����	 ��������� ��� ������	 � ����	

��
�� �� �� �	��� '2
� � ��������� 
�	��	� ���� ) ����� ��� � �	�� ����	������

������ /� �� �	�� ���� # �:�

0����$��
��	 ��	������ ������	� �������� �� ���������	� ���	 &� ��� �� �������	 ��� ��� ����	� ��
��	������ 
��� �� �� ��� �	 �		� ���
 ��	 >������ ����� �� ��
��	 #�''� ���
 ��
��	
#�'' �� ��� �	 �		� ���� ��	 .	�� 
������ �������	� ������ �� � ��	��	��� �� "�, ������
���� � ����	 
��
�� �� �&"
� / �	�� ��
�	������ ������ ��	�	���	 ���	 ��� 
�$�
�
�
 ����	 ������	 �
 �� ���� ��	��	���� 3��	�	�� ���	����
 ��	 �	�� ��
�	������
�� ��	 ���� ���� ����
	  ����	��	! ��	 
������ �������	� ��	��	����

%��� �
�������
� ������ 
��
9���	 �
 �� ��	 
������ �������	� ��	��	��� �� & ����� ��� �������� ��	 ��
�	��
����� ����	� ��	��	���	� �� �����	 �	���� ��� �� �����	 ����	 ���� ��	��	���� �	�
��	 ��
�	������ 
��� �� ������ 3	��	

�
 � & ����� "��" � " ����� "��& � ( �����

� � "�2 �
 � '#�,


–240 –220 –200 –180 –160

Open-Loop Phase (deg)

O
pe

n-
Lo

op
 P

ha
se

 G
ai

n 
(d

B
)

–140 –120 –100 –80

ω=1.9

–20

–15

–10

–5

0

5

10

15

20

25

30

6 dB

3 dB

1 dB

0.5 dB

0.25 dB

–60

��	� ���� !	��
�� ����� �
� �
�
���
����� ����� ��	����	��	���

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ��




������������	
�����
����������������������������� � 	

 � ������������ �������� ����� 

��	 ��
�	������ �� ��	�	���	

	 �! �  " � �!

 " � 2�&)�!
 #�"2*!

��	 >������ ����� ��� ��	 ����
�	����	� ��� ��
�	����	� ����	
  ����	  �!! �� �����
�� ��
��	 #�'(  �		 ���� /��	���$ "� �$�'+1(�!� ���
 ��
��	 #�'(� ����	  �!

C��� 
��
�� � & �:

9���	 
��
�� � (�

7������ �������	� ��	��	��� � '�2 �����

��
��	 #�') ����� ��	 :��	 
��� ��� ����	 ��� ���� ��
�	����	� ��� ����
�	��
���	� ����	
�� ���
 ��
��	 #�')� �� ��� �	 �		� ���� �� �	�����
 ��	 ��	������ 
���
�� )�( �:� ��	 ���
���� 
������ �������	� ��	��	���� ��	�	 ��	 ����	 ������	 ��
� 
�$�
�
� ��� �	 ������	��

C��� �	������� � ���

�)�(

&2

� �
� 2�)'*  #�"2+!

–240 –220 –200
Open-Loop Phase (deg)

O
pe

n-
Lo

op
 G

ai
n 

(d
B

)

–180 –160 –140 –120 –100 –80
–20

–15

–10

–5

0

5

10

15

20

25

30

6 dB

3 dB

1 dB

0.5 dB

0.25 dB

ω=3.0

ω=2.0

(a) (b)

–60

��	� ���� !	��
�� ����� �
� ���� �
���
���
�� ���	�
 

��

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

3	��	 ��	 �	�� ��
�	������ ������	� �������� ��

	 �! � 2�)'* " � �!

 " � 2�&)�!
 #�"2,!

��	 ��	������ ��	��	��� �	�����	 �������� ��� ��	 ��
�	������ 
��	� �� 	�������
 #�"2,! ��	 ����	�  �! �� ��
��	� #�'( ��� #�') ����� ������	

C��� 
��
�� � * ��

9���	 
��
�� � ")


7������ �������	� ��	��	��� � & �����

40

60

20

0

–20

–40
100 2 101

Un-compensated

(a) (b)

5.4 dB

G
ai

n 
(d

B
)

(a) and (b)

Frequency (rad/s)
(a) Bode Gain

Frequency (rad/s)
(b) Bode Gain

10–1 100 2 101

P
ha

se
 (

de
gr

ee
s)

–150

–180

–200

–250

Un-compensated

10–1

��	� ��� �
�� ��	
 �
� ����� �
� ���� �
���
���
�� ���	�
 

��

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

��
��	 #�'# ����� ��	 ����	������ ��	��	��� �	�����	 ����
 �	�� ��
�	������ ��	
��� �	���	� �� 	�������  #�"2,!  
������ ����!� ���
 ��
��	 #�'#

9	�� 
������ /� � ""�# �:

:�������� � '�( �����

���� �	��
� ��	� ��� 
		� ��	 �	����
���	 ��	�����������

%��� �
�������
� ������ �&

���
 ��
��	 #�'( �� ��� �	 �		� ���� �� ����	�	 ��	 �	���	� ����	 
��
�� �� �� �	���
'2
 ��	� ��	 ��
�	������ 
��� ������	 �� ��	 ���	� �� �� ���������� &2
 �� ����	
������	� ��	� )*
 �� ������ �� ��	 
������ �������	� ��	��	����

���
 ��
��	 #�'&� ���� ��

	��� ���� �����	� �	��		� ��	 ����	� ��	��	���	�� 1	�
"��" �	
��� �� " ����� ��� 9������� "��& �� "# �����  ( �����	� ��
�	�!� ���� ������	�

�
 � #"�,�

�
 � ( �����

��	 �	��
� ��� ��
�	������ �� ��	�	���	

	 �! �  " � �!

 " � 2�2#&)�!
 #�""2!

��	 ��	������ :��	 
��� ��� ����	 ���� ��	 �	�� ��
�	������ 
��	� �� 	�������
 #�""2! ���	��	� �� ��	 ������� ���� �� ����� �� ��
��	 #�'*� ���
 ��
��	 #�'* ����	  �!

20

10

0

C
R

dB

(j )ω

–10

–3

11.6 dB

10–1 100 3.4

Frequency (rad/s)

101

–20

–30

��	� ���� "�
�����

� ������
�� ����

�� �
� ���� �
���
���
� 

��

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

�� ��� �	 �		� ���� ��	 
������ �������	� ��	��	��� �� '�'* ������ ��� ��	 ����	

��
�� ��  "+2 � ")&�(!� �� &*�#
� ���� �� ����	 ��� ��� ��	� ��� ����	 ����	�	 ��	
��	����������� 3��	�	�� ���
 ��
��	 #�'*� ��	 
�$�
�
 ����	 ������	 �� �"()�'


������ �� "�, ������ /� ���� ��	��	���� ��	 ��	������ 
��� � �� #�+ �:� ��	�	���	� �� ��	
��	������ 
��� �� �	���	� �� ���� �
���� �� ����� �� ��
��	 #�'*� ����	  ��! ��	� ��	

������ �������	� ��	��	��� �	��
	� "�, ����� ��� ��	 ����	 
��
�� ��  "+2 ;
"()�'!� �� '(�*
� ����� �� ������ ��	����������� ��	 ��
�	������ 
��� �" ��	�	���	
�	��
	�

�" � ���

�#�+

&2

� �
� 2�()*  #�"""!

60

40

20

0

–20

–40

–140

–145.3

–152.4

P
ha

se
 (

de
gr

ee
s)

–150

–160

–170

–180

–190

–200

10–1

10–1

100

100

3.37

(i)

6.8 dB

(ii)

3.37

1.9

1.9

Frequency (rad/s)

Frequency (rad/s)

(a)  Bode Gain

(b)  Bode Phase

101

101

G
ai

n 
(d

B
)

(i) and (ii)

��	� ���# 1��
��

� #
�� ��	
 �
� ����� �
� ���	�
 ��
 ���� �
���
���
��

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	

 � ������������ �������� ����� 

��
��	 #�'+� ����	  �! ����� ��	 >������ ����� ��� ��	 ����	 �� �" 
��	� �� 	�������
 #�"""!� 5� ��� �	 �		� ���� /� � ) �:� ��� ��	 ��������� �� '�(' ������ ����� ��
������	 �� ��	����������� 3��	�	�� �	����	 �� ��	 ����	 �� ��	 ������ �� �� �������	 ��
�	���	 ��	 
��� 
��
��  "+�# �: �� ����	  �!! ����� ���� ����	��	 ��	 ���������� ���
��� ��
���������� ����
	 ��	 �	�� 
������� �� ��	 ����	 
��
��� ��
��	 #�'+� ����	
 �! ����� ��	 ��	������ 
��� � ����	��	� �� (�+) �:� ���� ��� ��� � �	�� 
������
�� )�) �:� � ����	 
��
�� �� '2�#
 ��� � ��������� �� )�2, ������ ��� �� ����� ��	
������ ��	����������� ��	 �	� ��
�	������ 
��� �" �� ��	�	���	

�" � 2�()* � ���

(�+)

&2

� �

� 2�()* � "�*(+ � 2�+  #�""&!

��	 ����� �	�� ��
�	������ ��

	 �! � 2�+ " � �!

 " � 2�2#&)�!
 #�""'!

–240 –220 –200 –180

Open-Loop Phase (deg)

O
pe

n-
Lo

op
 G

ai
n 

(d
B

)

–160 –140 –120 –100 –80 –60
–20

–15

–10

–5

0

5

10

15

20

25

30

6 dB

3 dB

1 dB

0.5 dB

0.25 dB

(a)(b)

ω=5.09

ω=3.43

–3 dB

��	� ���$ !	��
�� ����� �
� ���� �
���
���
� ���	�
 ��
�

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

����	
 ��	��	��� ��
��� �	����
���	

����	������ �	�� /� � )�) �:

C��� 
��
�� � "'�*) �:

:�������� � )�2, �����

9���	 
��
�� � '2�#�

��
��	 #�', ������ ��� ���� �	�� ��
�	������ �	��
��� ��	 ����	������ ��	��	���
�	�����	 �������	������� ��� ��	 ����	
�

����� ,���� ��	 �����
�����


8���
 ������	 ��
���	���� � ����	 ��
 ��
�	������ 
�� �	 ���������	�� ����	
������	� �������� �� �� ��	 ���


	 �! �  " � ��!

 " � 
��!
 #�""(!

��	�	 
 �� � ��
�	� 
�	��	� ���� ������ 9�����	 ��
 �	������ ����	� ��	 ��
	
����������
	� �� ������	 �	�� �	������ �� �������	� 	����	��

��	 �����	 �	����� ����� �� ��
��	 #�'2 ��� ��	 ������	� �������� 
��	� ��
	�������  #�,,!

	 �! � �" " � �"�!

 " � �&�!
 #�"")!

20

10

0

C
R

(dB)

(j )ω

–10

–3

Lead compensator two

Lead compensator one

10–1 100 3.4 5.09

Frequency (rad/s)

101

–20

–30

20

10

0

C
R

(dB)

(j )ω

–10

–3

Lead compensator two

Lead compensator one

10–1 100 3.4 5.09

Frequency (rad/s)

101

–20

–30

��	� ���% "�
�����

� ������
�� ����

�� �
� #
�� ���� �
���
���
� ���	�
��

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

-�	� �& �� 
�	��	� ���� �" 	�������  #�"")! �� �� �����	 ��
 �	������ ����	 :��	
���
��
 �� ����� �� ��
��	 #�(2� ��	 �	����������� �	��		� �"� �&� �
 ��� �
 ��	 ��

��	� �� 	��������  #�"2(! ���  #�"2)!� 	$�	��� �� ���� ���	� �
 �� �	
����	� ��	 ��
	
��

	�� �����	� �� ��
��	 #�'& ����� ����� ��	 �	���������� �	��		� ��	 ������
 ��
�	��������� �� �& ��� �" ��� �
�

#����� ��
������ �
� 
�� �
��������
�

"� �	� � �� � �������	 ����	 �� ���� ��� ��	��������	 	���� ����	��� ��	 
	��
&� 5�	����� ���� 
������ ���	������� �� �	����	� �� ������	 �� ���	�����	 ����	 
���


�� ��� �	��	 �	�	�
��	 ��	 ������
 �	��		� "��& ��� "��"  ��	� # �: ���	�������
�	����	� � ��	 �����	 ������
� "& �: ���	������� �		�� � ��� �����	 ������
� 	���!�

'� 9������� "��" ��	 �	���	 �	��� ��	 ��
�	����	� 
������ �������	� ��	��	����
��� �	��	 ��������	 �
 ����
 	�������  #�"2(!�

(� /�%��� ��
�	������ 
��� �" �� �	�	������

–5
G

ai
n 

dB
P

ha
se

 (
de

gr
ee

s)

–10

–15

–20

–60

–50

–40

–30

–20

–10

0

10–1

10–1

102

102

KdB

Frequency (rad/s)

Frequency (rad/s)

1
T2

φ m

1
T1

1
T2

1
T1

–6dB/octave

��	� ���& ������
�� ����

�� ���������	��	�� 
� � ��� �
���
���
��

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ����� 

$��� �����

&������ '(7
/ ����	�� ����� ��� �� ��	������ ������	� ��������

	 �!# �! � '2

 " � 2�)�! " � �! " � "2�!
 #�""#!

/� �� ������� ��	� ��	 ���� �� ����	�� ��	 ����	
 �� �� ��	 �	�
	 �� ������������ ���� �
	/ �� "�( �:� � 
/ �� (
 ��� � 
������ �������	� ��	��	��� �� "�( ������ 0	�����

��	 ��	������ 
��� � �� "& �:  ��	� � � *�)! ������	� �� ���	�����	 	/ �� "'�) �:�

/ �� )&
 ���� � 
������ �������	� ��	��	��� �� 2�# ������ 3��	�	�� ���� 
���
�	����
 ������	� �� �����	�����	 ��	� ��	��������	 	���� �� "&D� 6	��
� � ��

��
�	������ ���� 
�������� ��	 ��	������ 
��� � �� '2� ��� ������	� 
��� ��� ����	

��
���� ��
���� �� �	����
 � �� *�)� -��� �� ��� ��	 ��	��������	 ��	� 	����A

0����$��
0	����	� 
������ ���	������� �� "& �:� ���� �	���	� ��	 
������ �������	� ��	�
��	��� ���
 "�( �� 2�# ������

9������� "��" ��	 �	���	 �	��� 2�# ����� ��	� 2�2# ������ ��� � "& �: ���	��������
��� �����	� ��	 �	����	� �� ��	 ��
�	������� ���� "��& �� ��������	� �� 2�2") ������
���
 	�������  #�"2(! �
 �� 2�2' ������ ��� ���
 	�������  #�"2)!  ����
 � �	
����	
����	!� �
 � �'#�,��

3	��	 ��	 �	����	� ��
 ��
�	������ ��

	 �! � �" " � "#�#*�!

 " � ##�#*�!
 #�""*!

��	 ��
�	����	� ��� ����
�	����	� ��	������ ��	��	��� �	�����	 �� ����� ��
��
��	 #�("� ���
 ���� ��
��	 ��	 ��
�	����	� 
��� 
��
�� �� "&�) �:� ��� ��	 ����	

��
�� �� (+
� 5� 	�������  #�""*!� �" ��	� ��� �		� �� �	 ��%���	�� ��� ��� �	 �	� ��
������ -�	� �	�������
 �� � ��	� ������ ��	 ��	��������	 	���� �� ��� (�#D�

��# *������
���� '��+��
 
�����
�� �����
�� �
� ����
�����
�� 
�� ����������� �������

��	�	 ��	 � �	� ������� �	����������� �	��		� ��	 ��	��	��� �	�����	 ��� ��
	
�	�����	 �� ����	������ ����	
�<

 �! /� ��������� ����	��	�� ��	 ��
	 �	�����	 ���� �	 
��	 ������ ��	� ��	 �	�����

��
	 ���� �	��	��	�

 ��! ��	 ���
	� ��	 ����	������ �	�� /�� ��	 
��	 ����������� ���� �	 ��	 ��
	
�	�����	�

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

����	 
��� ����	������ ����	
� �����$�
��	 �� �	��������	� ����	
�� � �	� ���	��
	����
 ���	�������� ��� �	 
��	� ��� ��	 ���	 ��	� ��	 ��	��	��� ��
��� ��	�������
���� ��� ��
��	� ��	 ����	 �� /� �� ' �: ��� � �	��������	� ����	
� ��	� ���

	�������  #�*&!

� � 2�'+

�� � 2�+(��  ��	��	��� ���� /� ������!

�: � "�(��  ���������!

 #�""+!

G
ai

n 
(d

B
)

40

20

0

0

–20

–50

–100

–150

–200

–250

–300

–40

–60
1 –10 1 00 1 10

Frequency (rad/s)

Un-compensated

Un-compensated

Compensated

Compensated

36.9°

12 dB

Frequency (rad/s)

P
ha

se
 (

de
gr

ee
s)

ωm 1
T1

1
T1

1
T2

10–1 100 101

1
T2

��	� ���� 2�� �
���
����� �
� �
�
���
����� 
��
��

� #
�� �	����� �
� +������ &�3�

��	 �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

4�������  '�*'! 
��	� ��	 ��
	 ��� � �	��������	� ����	
 �� �	���	 ���� �� ������ �
���	����	 ���� �� �&D

�� � "

���

� �
�� )2

��

�� � '�,"&

���
 #�"",!

5��	����
 ��	 ����	� �� 	�������  #�""+! ���� 	�������  #�"",! 
��	�

�� � "2�&,

��
� "(�(

�:
 #�"&2!

���� ��	 �	�����
 ��
	 �� ���	��	�� ������������ �� ��	 ���������� ��
�����
 	����
����  #�*2! ���� 	�������  '�#+! 
��	�

D ��	������ � 	�&�&�/� � "22  #�"&"!

3	��	 � ����	������ ����	
 ���� �� ����
�	� ������� ��	��	��� �� "�2 ����� ��� �
��
���
 ����� �� 2�'+ ��� ��	 ��������
 �	����
���	<

� ��	��	��� ��
���
/�  	�������  #�*2!! � "�(&& � '�2# �:
�:  	�������  #�*&!! � "�( ������

� ��
	 ��
���
��  	�������  #�"&2!! � "2�&, �	�����
D ��	������  	�������  #�"&"!! � &*�)D

��$ ������� ���'����

&������ '(;
/ �����
;
���;��
�	� ����	
 ��� � 
��� �� &2 �
� � �����
 �� ������	�� +222 >�

��� � ��
�	� ���� � ��
���
 ��	�����	�� �� +2 >��
� ��	 ����	
 �� 	$���	� �� �
�������� �
������	 ���
���� ������
 �������� �� ��	 ���


! �! � "#2 �����

 �! 6	�	�
��	 ��	 ����	
 ������	� �������� �	�����
 ! �! ��� � �! ��� ��������	 ����	�
��� �� ��� ��

 �! -��� ��	 ��	 �
������	� �� ��������� ��	� � ��� ����	� �� "�2� &2 ��� )2 ������
 �! ���� ��	 ����	 �� ��	 ��
���
 ��	�����	�� �� 
��	 �������� ��
���
 ��� �	��	� ����

���� ����	� �	�	�
��	 �
��� ��	 �
������	� �� ��������� ��� ��	 ��
���� ��	��	��
��	� ��	����	� ��  �!�

0����$��
 �! �� � &2 ������ � � 2�"
 �! 2�2& 
� 2�" 
 ��� 2�22'+ 

 �! � � +22 >��
 2�2& 
� 2�2" 
 ��� 2�22&+ 


�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ��




������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

&������ '(8
���������� ����
 ���
����	� ��� �������� �	��������	� ����	 ���
��
�� ��	 :��	
���
��
� ���

 �! 	 �! � "&

 " � &�!

 ��! 	 �! � &

 2�22&)�& � 2�2"�� "!

 ���! 	 �! � (
" � &�

" � 2�)�

� �

 ��! 	 �!# �! � 2�)

� �& � 2�)�� "!

-�	� ��	 ���� �� ����	�� ���� ��	 ����	
 ��  ��! �	 �����	 �� �������	A

0����$��
��	 ����	
 ���� ���	 
��
���� ����������

&������ '()<
/ ������� ����	
 ��� �� ��	������ ������	� ��������

	 �!# �! � �

� 2�&)�& � 2�&)�� "!

�	� � � " ��� ���� ��	 >������ ���
��
 �� ����������
 ����	� �� ��	������ 
������
��� ����	 ��� ��
���� ��	��	��� ����	� ���
 2�+ �� '�2 ����� �� ����	
	��� ��
2�& ������ 3	��	 ���� ��	 ����	 �� � �� 
��	 � 
��� 
��
�� �� &  # �:!� -��� �� ��	
����	 
��
�� �� ���� ����	 �� �A

0����$��
� � 2�)� 9���	 
��
�� � +&


&������ '())
/� ��	������ ��	��	��� �	�����	 �	�� �� �� ������� ����	
 ������	� ��	 ��������

�	�����<

�  �����! 2�& 2�( 2�+ "�# '�2 (�2 (�# ) # + "2 &2 (2

�	 %�!# %�!�  �:! &+ && "# "2�* *�) *�' *�2 #�2 2�, �,�' �&+ �'# �)(

�	 %�!# %�!  �	
!�," �,& �,) �"22 �"") �"'+ �"#& �"+2 �&"* �&(( �&),�&#&�&##

9��� ��	 :��	 ���
��
 �� ��
����	�� ���	� ��� �	�	�
��	

 �! ��	 ��	������ ������	� ���������
 �! ��	 ��	������ 
��� �������� � �� 
��	 � 
��� 
��
�� �� (�( �:� -��� �� ��	 ����	


��
�� ��� ���� ����	 �� �A
 �! ��	 ����	������ ������	� ��������  ����� �		�����! ��� ��	 ����	 �� � ����� ��  �!�
 �! ��	 ����	������ �	�� 
������ /� ��� ����������

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

0����$��

 �! 	 �!# �! � )�2

� 2�2(�& � 2�"�� "!

 �! � � "�)� 9���	 
��
�� � *,


 �!
�

�
 �! � '*�)

�' � &�)�& � &)�� '*�)

 �! /� � (�# �:� �: � )�# ������

&������ '()*
 �! /� ��	������ ��	��	��� �	�����	 �	�� �� � ����� �		����� ������� ����	
 ����

���	� ��	 ���� 
��	� �� ����	 #�)� 9��� ��	 :��	 6��
��
 ��� �	�	�
��	 ��	
����	
 ��	������ ��� ����	������ ������	� ���������� -��� ��	 ��	 ����	 ���

��� 
��
���A

 �! / ����	 �	�� ��
�	������� �	����� �� ��	 ���


	 �! � "




 " � 
��!

 " � ��!

�� �� �	 ��������	� �� ��	 ������� ����� ��	 
�$�
�
 ����	 ������	 �
 �� �� �	
'*
 ��� �� �� ����� �� �
 � & ������ 6	�	�
��	 ��	 	$��	����� ��� ��	 ����	 ��
�	
� ��� �	��	 ����	 ���� �
 ��� �
 ��	 �� 
��	� �	���� ���� ���
 ��	�	 	$��	��
����� ��	 ����	� �� 
 ��� � ��� ��������	 ����	� ��� � ��	� � � "� "�)� &� ' ���
) ������ 9��� ��	 ��
�	������ ��	��	��� �	�����	 �������	��������

�
 � ����" 
� "

&
����



�
� �

�
 � "

�
����



�

 �! 9�����	 � ����	 ����
 ��	 ��	��	���	� ��	����	� �� ����  �! ��� ��	 ��
�	�	 ��	��
���� ��	��	��� �	�����	 ��������
 ��	 ��
�	������� �	����� ��� �� �
�����	� ��

��	 �� ��	 ���	����� ���� �� "�
�

9��� ��	�	 �	����� �� � >������ ����� ��� �	�	�
��	

 �! 7�$�
�
 ����	������ �	�� 
������� /�

 ��! :��������  �� �' �: �����!

����� ��� =�	������ ��	��	��� �	�����	 ����

�  �����! 2�" 2�' 2�* "�2 "�) &�2 '�2 )�2 "2�2

�	 %�!# %�!�  �:! "* * 2�) �& �) �, �"+�) �'' �)"

�	 %�!# %�!  �	
! �,& �,+ �""& �"&' �")2 �"+2 �&&2 �&&( �&)+

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

0����$��
 �! 	 �!# �! � 2�*

� 2�&)�& � 2�)�� "!

�

�
 �! � "

2�')#�' � 2�*"(�& � "�(&,�� "

9���	 
��
�� � ##
 ��� C��� 
��
�� � , �:

 �! 	 �! � "

(

 " � �!

 " � 2�&)�!


 �

 �! /� � " �: ��� :�������� � &�* �����

&������ '()+
 �! / ����� �		����� ������� ����	
 ��� �� ��	������ ������	� ��������

	 �!# �! � "

� " � �! " � 2�)�!

���������� ����
 ���
����	�� ��	 :��	 ���
��
 ��� �	�� ��� ����	� �� ��	������

������ ��� ����	 ��� ��	 ��������
 ��	��	���	�

�  �����! � 2�"� 2�)� "�2� "�(� &�2� (�2� #�2 ��� "2�2

E�� 
�� ����
	 ���� �� ��	��	���	� �� "�2 ��� &�2 ����� ��	 ��	������ ����	 ��
�	�
��	 �"#&
 ��� �",+
 �	��	����	���

9��� ��	 �	����� �	��		� 2�" ��� &�2 ����� �� � >������ ����� ��� �	�	�
��	

 �! ��	 ����	 ��� 
��� 
��
���
 ��! ��	 
�$�
�
 ����	������ 
������ /�

 ���! ��	 ��������� �� ��	 �' �: �����

 �! ��	 �	����
���	 ��	���������� ����� ��� � 
�$�
�
 ����	������ 
������ ��
�" �: ��� � ��������� �� �� �	��� "�+ ������ 5� ���	� �� ����	�	 ����� ��	 �������
��
 �����	 �	�� ��
�	������� 	�	
	�� �� ����	� �� ��	 ������� ����

	 �! � �" " � �"�!

 " � �&�!

���� ���� ��	 ����	 ������	 � �� 
��	� ��

� � ����" � �" � �&!

" � �"�&�&

� �

��	 ��	��	��� �� 
�$�
�
 ����	 ������	 �� �� ����� �� ��	 ��	��	��� ���� ����	�
������ �� �"+2
 �� ��	 :��	 ���
��
 ���������	� �� �	�����  �!� ��	 ���	� ��	��
��	��	��� "��" �� �� �	 ���� ���� ����	 ��� ��	 ���	� ��	�� ��	��	��� "��& �� �� �	
����	 ���� ����	� 4������	 �" ��� �& ��� ��������	 ����	� �� � ��� ��	 ��	��	���	�
��	����	� �� �	�����  �!� ��������� ��	 :��	 ���
��
 ��� ��	 ��
�	������� 	�	
	��
��� ��	 ��������� �" � "� ��� �	�� ��� ����	� �� 
������ �� ��	 ��
	 ��	��	���	� ��
��	 ��������	� ����	 ����	��

��� �������� ���	
�� ���
���

��



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

 �! 8���
 ��	 ����	� �� 
������ ��� ����	 ��� ��	 ����� ��� ��
�	������ ����� ��
�	������  �! ���  �!� �	�	�
��	 ����	� ��� ��	 �	� ��	���� ��	������ 
������ ���
����	 ��	� ��	 ��
�	������ �� ���	��	� �� ��	 ������� �����

9��� ��	�	 �	����� �� � >������ ����� ��� ��%��� ��	 ��
�	������ 
��� �"�� ���� ��	
����	
 ����	�	� ��	 �	����	� �	����
���	 ��	�����������

-��� ��	 ��� ��	 ����	� ��

 �! ��	 ����	 ��� 
��� 
��
���
 ��! ��	 
�$�
�
 ����	������ 
������� /�

 ���! ��	 ���������
 ��! ��	 ��
�	������ 
��� �������� �"

0����$��
 �!  �! 9���	 
��
�� � '&
 ��� C��� 
��
�� � ,�# �:

 ��! /� � ) �:
 ���! :�������� � "�' �����

 �! 	 �! � �" " � "�(&,�!

 " � 2�')*�!

 �!  �! 9���	 
��
�� � (*
 ��� C��� 
��
�� � "'�) �:
 ��! /� � " �:
 ���! :�������� � "�+) �����
 ��! �" � 2�+#"

�����
��� ���
�� 
� 	�� �
������� ����
� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

�

������� ��	�
�� ����
�
�
���	

��� ���
��
��
���
 ��	�
��

�� � ������ 	
 �����	
����� �� ����	
�	����	� �����	�	��� ��� ��
���������	� 	

�	���	� ���	������ �� �	� ���������� ���	��� ��� ��� 	
 �������� ����	�	���	�����
������ ���� ��
�	���� ����	��� �������� � ��
���� ������ ����� ����	
�	����	�
�	���	� �� ��	�� �� ������ ����
�� ������ ���

� ��� �� ����	� ������ ���	�� ��� �� ���� 
	� ������� 
��
	�� �	����� �
���
������ �	�
�����	� ��� ���� �����
���

� � �� !� �� "!� � �� ����  ��� ���	��� !�	��������� ����  ��� ���#
	�� ��� "������� !�	��������� ����  ��� ���	�� ��� ��� ���� 
	� ��
��
�	����� 	
 ��
	�����	� ���� ����	�� 	� ����� ���� �	 �� �	��
����

� �$% &	������� �	������ ����	��� ������� 
�	� ����	�� ���	 ������� 
	�� �� �
����� ���
���� 
���	� � ���	��� ��� ����� ���	����	� '( ����� �) ����� *+ �����
����,

� %$� &	������� �	������ ������� ������� ���	 ����	��� ������� �������� 
	� �������
������	�� ��� 	���� ��������

-�� �������� 	
 � ����	
�	����	� �	���	���� '����	�	���	����, ��� ��	�� �� ������
��*� ������ ��* ��	�� � &������ !�	������� .��� '&!., ����� �	������ 	


� ��� ���������� /	��� .��� '�/., ����� 
��
	��� ���������� ��� �	����� 	
��#
���	�� 	� ��� ����

��� � ������ 	
 ���������� ��
������

� !�	���� &	����� 0 ����������� ���� ���� �� ���������	� �� �1������
� ���������	�'�, 0 ��� ��������� ���������� 	
�����	��
� ���������	� �������� 0 �	��� ������� ���������	�
� %��� ������� �������� 0 �	��� ���	�� ������� 	
 ����

&	���	� ���	������ ��� ��
�������� �� ������ ���� ����� 	� �	� ����� ��������� -��
�	���� ����� 	
 �	�� �� �1�������� ������� �	��� ����� �� � ��2����� 	
 ������
�	��� ���� �� �������		� �� ��� &!.� � ������ ����� 	
 �������� �� �� ����������
����� ��
�	�� �������
�� ����	���� ��� ����� 
	� ���� ���������� !�	�����
������� �� ��������� ��� ��
�� �� �1�����	�� �� � ������ ����� ����� ��� ���������



������������	
�����
����������������������������� � 	

 � ������������ �������� ������

���� �� & ��� &��� ����� ��� ��
���� ���	���� �������� �������� 
	� �	���	�
�	
������
-�� ���������� 	
 ����	
�	����	� �	���	� ���

� 3���������� 0 
�	����� ��� ������ �� �������
� 4	
���������	� 0 �������� �	���	� ���� ��� �� ��
���������

Microprocessor
System

( )r kT

( )c kT u kT( ) ( )c t
·

RAM
Memory

ROM
PROM
EPROM
Memory

Microprocessor
Controller

A/D
Converter

D/A
Converter Plant

Sensor

u t( )

���� ��� �������������� ��	
��� �� 
 ��
	
�

program counter

address bus

accumulator(s)

instruction register data bus

data address register

CPU

clock

ALU

RAM

ROM
PROM
EPROM

���� ��� �����	
� �� 
 �������������� ��	
�������

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

-�� ������������� 	
 ����	
�	����	� �	���	� ���

� 5	��� �� �������� ���� 0 	��� ���
#��	�� 	
 ��� ������ 	��
�� ���	��� ��� �$%
�	������� ��� ���������� 6����� �	 ������ ���� ��� �������� ���� �� ���������� ���

��2����� 	
 ���
���� �� ���� ��
	������

��� ���		�	�� ������	� ��
�

�

4����	�7� ���
���� ���	��� ������ ���� 8� 
�����	� � '�, ���� ��� � ��������� �� ��
���2���� ���������� �� � �������� ��� 	
 ���
�� ������ 
�	����� ���� ��� ���
����

��2����� �� ������� ���� *��7� -�� ���
���� 
��2����� *�� �� ������ ��� 9�2����

��2������
�� �� ���� �� 
������� �	 �	�� ���� �	 ��� ����� ����� �� 4����	�7� ���	���� � ���
��

���� 	
 ����� �� �	 ���
�� ��� ������ �� ��	�� ��� ����� ������ ���� ��� �������

��2����� ��	���� �	 �� 
�������
�
 � ������ �� ���
��� ���	� 4����	�7� ������ ���� � �	��� 
��2����� ������� ������

�� ����� ��� �� �	��������� �� ��	�� �� ������ ��:�
-	 ������ ���� �������� �	�� �	� ���� 
����� �� �� �	��	� 
������� �	 
���� �� ����#

�������� 
����� ��
	�� ��� �$% �	�������� -��� �� �� ����	��� �	�#
��� 
����� ���� �
�����#
��2����� 	
 ;�<�� ����� �� �� ��� ���
���� 
��2����� '�� � �;��,� -�� ������
�� �� �� �	�
����	� �	 ��� ��� �	�� ��	���� ��� ������� ������ ��������� �� ����	���
	�� ��� �� � ������� ��� �	�� �

������� ��� ��� ������ ����	�� ��������� �� &��
����
< ��� )�

f t( )

–1.5

–1

–0.5

0

0.5

1

1.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Original Signal Alias

t

���� ��� ��	�
���
��	 �� 
	 
��
� ��� 
� �	����
����	��

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��	 � ������������ �������� ������

��� ��
�� ������	�

�� ����� ���
�� � �'�, 	
 � �	�����	�� ������ � '�, �� � ������ 	
 =��	 ����� ��
�����
�
���� �� ���
���� ���� � ���	��� �
��� �� ��	�� �� ������ ��+�
-�� ���
��� ������ �� ��
�������� �� �2����	� '���,�

� �'�, �
��

����
� '��,�'�� ��, '���,

����� �'�� ��, �� ��� ���� ��
���� 
�����	� 	�������� �� � � �� �
� ���
��� '���� �� �$% �	�������, �� ��
�������� �� � ������ ����	� �� ��	�� ��

������ ��<� �� �� 
	������ �	 ���	������� � '�, �

�	1������� 
�	� � �'�, �� ��� ��� 	
 �
�	�� ������� ��� �	�� �	��	� 	
 ����� �� ��� =��	#	���� �	�� '%$� �	�������, ��
��	�� �� ������ ��)� ��	� ������ ��) �� ��� �� ���� ���� � =��	#	���� �	�� �	������ �
������ 	
 ��
����� ���	 � ������ 	
 
����� 	
 ����� � � 6���� � ���� ��
���� �� ���� � ��
�	������� ���	 � 
���� 	
 ����� � � ����� ��� �� ������� �� � 
	������ ���� ���
 ��
���� �� 
	��	��� �� � �������� ���� ���
 �� ���� '�� �,� ���� ������� �� � �
-�� �����
�� 
�����	� 
	� � =��	#	���� �	�� ��

�> � '�,? � �
�
� �

�
����

��'�, � �� �
���

�

'��*,

( )f* t

T f T(6 ) (k )f T

. .. ..

(a)   Continuous Signal (b)  Sampled Signal

( )f t

t 0 T 2T 3T 4T 5T 6T kT t

���� ��� ��� �
����	� ��������

f t( ) f t*( )

T

���� ��� � �
������

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

��� ��
 ���
�	� �
�

-�� �#�����
	�� �� ��� 
�����
�� ���������� �		� 
	� ������#��
��0������#	��
�� ���#
�����#���� �������� ��� �� ����	�	�� �	 ��� /�
���� �����
	�� 
	� �	�����	�� ��������
&	���
������� ��� ����	� � ��� �� ���	������ ���� �������� ���� ���
���� �� �

��

������ �2����	� �� ��� ���� ��� ���� � ��� �� ���	������ ���� ��

���������	� ��
� ��

�������� �2����	��
-����� /�
���� �����
	��� 	
 �2����	� '���,� ����� �� ��� ����� ���
��� �������

�����

��'�, � �> � �'�,? �
��
��;

� '��,����� '��:,

	�

��'�, �
��
��;

� '��, ���
� ���

'��+,

%�
��� � ��

� � ��� '��<,

����

�'�, �
��
��;

� '��,��� � 	> � '�,? '��),

�� 8�	��#����7 
	�� �2����	� '��), �� ������� ��

�'�, � � ';,� � '�,��� � � '*�,��* � � � � � � '��,��� '���,


��
��� ���
���� ��� �#�����
	�� 	
 ��� ���� ���
 
�����	� � '�, � ��

*( )f t f(t)

t t

(a)  Discrete Time Signal (b)  Continous Time Signal

T T

���� ��! ��	�
���
��	 �� 
 ��	
�	���� ���	
� ���	� 
 ���������� �����

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

��������
��	� �2����	�� '��), ��� '���,

	>�'�,? �
��
��;
�'��,��� '��(,

	�

�'�, � �� ��� � ��* � � � �� ��� '��@,

������ ��� ��	�� � ���
����� ��
���������	� 	
 �2����	� '��@,�
"2����	� '��@, ��� �� ������� �� 8��	��� 
	��7 ��

	>�'�,? � �

�� � �
�

�� ���
'���;,

"2����	�� '��@, ��� '���;, ��� �� ��	�� �	 �� ��� ���� �� �	�� ������	�

�� ��� � ��* � � � �
�� �

�
� ; ;

�� �
;� �

�� ���

;� ���

��� � ��* '����,

-���� ��� ����� /�
���� ��� �#�����
	��� 	
 �	��	� 
�����	���
�#�����
	�� -��	����A

'�, /��������

	> ��'�,� �*'�,? � ��'�,� �*'�, '���*,

*( )f t

1.0

t0 T 2T 3T 4T

���� ��� ����
	����� �� 
 �
����� �	�
 �
�� ��	�
��	�

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ������

'�, ������� 3���� -��	���

� ';, � ���
��� �'�, '���:,

'�, ����� 3���� -��	���

� '�, � ���
���

�� �
�

� �
�'�,

� �
'���+,

����� �	"

�
 �
�	� �
�����	

-�� �������� ���� ���
	��� ��� �� 
	��� ����� � ������ 	
 ����	���

��� �������	 
��	
 �	
�	� �	����


��
��� ���
� ���
���#���� ������ ��� � �����
�� 
�����	�

�'�, � �

�� �

����� ��� &	��	� /�
���� ��� �#�����
	���

� '�, 	� � '��, �'�, �'�,

� �'�, � �

* �'�� ��, ����� ���

: �'�,
�

�

�

�� �

+ �
�

�*
��

'�� �,*

< ���� �

'�� �,

�

�� ����

) �� ���� �

�'�� �,

�'�� ���� ,

'�� �,'�� ���� ,

�
�

�
'��� �� ����,

�

�*'�� �,

�	'�� � �� ���� ,�� '�� ���� � ������ ,

�'�� �,*'�� ���� ,

( �����
�

�* � �*
� �����

�* � *� �	��� � �

@ �	���
�

�* � �*
�'�� �	���,

�* � *� �	��� � �

�; ���� �����
�

'�� �,* � �*
����� �����

�* � *����� �	��� � ��*��

�� ���� �	���
'�� �,

'�� �,* � �*
�* � ����� �	���

�* � *����� �	��� � ��*��

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

�
 ��� ���
���� ���� �� 	�� ���	�� ��� ��� ������ �� ���B��� �	 � ���� ���
 ��
��

�����	�� ��������� ��� �������� ���� ���
	���� '9�C� �	������� � =��	#	���� �	��
�	��� �� ��������� ���� �� ��� �������� 	
 ���
������� ��� ���� 	�������, 9	�

�	'�, � �'�,��'�, '���<,


�	� -���� ���

�	'�, � �

�� ���

	 � �

�� �
	 �

'���),


	� � � � ���	��
�	'�, � �

�� ;�:)(
	 � �

�� �
	 �

� �*

�* � ��:)(�� ;�:)( '����,

C� �	�� ������	�

�� ��:)(��� � ��<;:��* � � � �
�* � ��:)(�� ;�:)(

�
�* ; ; ;

�* � ��:)(�� ;�:)(
;� ��:)(�� ;�:)(

��:)(�� ��(��� ;�<;:���
;� ��<;:� ;�<;:���

��<;:� *�;<)��� � ;�<<:��* '���(,

-���

�	';, � �
�	'�, � ��:)(
�	'*, � ��<;:

��� ����	
	��	 	������� �	����
&	������ � ������ 	
 ��� 
	��

�	
��
'�, � �; � ���

�� � �*�
�* � � � �

�� ����� � �*��* � � � � '���@,

-���

'�� ���
�� � �*�

�* � � � � ,�	'�, � '�; � ���
�� � �*�

�* � � � � ,��'�, '��*;,

	�

�	'�, � '����
�� � �*�

�* � � � � ,�	'�,� '�; � ���
�� � �*�

�* � � � � ,��'�, '��*�,

"2����	� '��*�, ��� �� �1
������ �� � ��

������ �2����	� 	
 ��� 
	��

�	'��, � ����	'�� �,� � �*�	'�� *,� � � � �
� �;��'��,� ����'�� �,� � �*��'�� *,� � � � � '��**,

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

�� "1��
�� ��*

�	
��
'�, � �

�� �

� �

�� ���
� �

�� ;�:)( '��*:,

"2����	� '��*:, ��� �� ������� ��

�	
��
'�, � �

�� ;�:)(��� '��*+,

"2����	� '��*+, �� �� ��� ���� 
	�� �� �2����	� '���@,� 6����

'�� ;�:)(���,�	'�, � ��'�,

	�

�	'�, � ;�:)(����	'�,� ��'�, '��*<,

"2����	� '��*<, ��� �� �1
������ �� � ��

������ �2����	�

�	'��, � ;�:)(�	'�� �,� � ��'�� , '��*),

������ ���� �	'��, � ; ��� ��'��, � �� ���� 
�	� �2����	� '��*),
�	';, � ;� � � �� � � ;
�	'�, � ';�:)(� �,� � � ��:)(� � � �
�	'*, � ';�:)(� ��:)(,� � � ��<;:� � � * ����

-���� ������� ��� ��� ���� �� ���� ��� 
	��� ������ ����	�� ��� ��

������ �2����	��
��� �	�� ������ �	 ������� �	�
�����	��

����� ��
 �#��
 �
�	� 

  #	����	

&	������ ��� ��	�� �������� ��	�� �� ������ ��(� �� ������ ��('�, ��'�, �� � ���
���
��
�� �	 �'�, ����� ����� � �	�����	�� 	��
�� �	'�,� ����� ���� ���
��� �� �

( )U s *( )U s

(a)

( )U z

(b)

TT

( )G s

( )G z

X so( ) X so*( )

X z( )o

���� ��$ ���

��	���� ��
���	 ���� 
	������

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

������	��=�� ���
��� ���	��� ��
	'�,� ������ ��('�, ��	�� ��� 
���� �����
�� 
�����	�

����� �'�, �� �2�������� �	 ��'�, ��� �	'�, �� �2�������� �	 ��
	'�,�

��	� ������ ��('�, ��� 
���� �����
�� 
�����	� ��

�	
�
'�, � �'�, '��*�,

������ �� ����� �A �� ������ ��@'�, ����� ��� ������	��=�� ���
���� ������ ���� 	

��	��� ��'�, ��� �*'�,� -�� 
���� �����
�� 
�����	� �� �����
	��

�	
�
'�, � ��'�,�*'�, '��*(,

�� ������ ��@'�, ����� �� �	 ���
��� ������� ��'�, ��� �*'�, �	 ���� ��� �� �	������
�	 ���� ��'�,�*'�,� 	� ���*'�,� 6���� ��� 	��
�� �	'�, �� ����� ��

�	'�, � 		���*'�,
�'�, '��*@,

��� ��� 
���� �����
�� 
�����	� ��

�	
�
'�, � ���*'�, '��:;,

9	�� ���� ��'�,�*'�, �� ���*'�,�


��
��� ��! '4�� ���	 �

����1 �� ���
��!�
,
� 
����#	���� ���
���#���� ������ �� ��	�� �� ������ ���;�
���� ��� 
���� �����
�� 
�����	� ��� ����� ��������� ��� ���
	��� �	 � ���� ���
 ���
���� ���
� � � ;�< ���	���� &	�
��� ��� ������� ���� ��� �	�����	�� ������
���
	��� �	'�,� -�� ������ �� 	
 ��� ��
� ��	�� �� ������ ��@'�, ��� �����
	��

�'�, � ���*'�,

��������� ������

�'�, � '�� ����,
�

�'�� �,

 �

'��:�,

(a)

(b)

( )U s *( )U s ( )X s *( )X s

TTT

( )G s1 ( )G s2

( )X so

( )U s *( )U s

T

( )G s1
( )X s

( )G s2

( )X so

T

X so*( )

X so*( )

���� ��% ���� � �	 �
��
���

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ��	



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

-����� �#�����
	��� ����� -���� ����

�'�, � '�� ���,
�'�� ��� ,

'�� �,'�� ��� ,


 �
'��:*,

	�

�'�, � �� �
�

� �
�'�� ��� ,

'�� �,'�� ��� ,


 �
'��::,

����� �����

�'�, � �� ���

�� ���

� �
'��:+,

�	� � � ;�< ���	���

�'�, � ;�:@:

�� ;�);�
� �

'��:<,

�����

�	
��
'�, � ;�:@:���

�� ;�);����
� �

'��:),

����� �� �	������� ���	 � ��

������ �2����	�

�	'�� , � ;�);��	'�� �,� � ;�:@:��'�� �,� '��:�,

-���� ��* ��	�� ��� �������� ���
	��� �	'��, �	 � ���� ���
 
�����	� ��� �� �	�
����
���� ��� �	�����	�� ���
	��� '�2����	� :�*@, �����

�	'�, � '�� ���, '��:(,

��	� -���� ��*� �� ��� �� ���� ���� ��� �������� ��� �	�����	�� ���
 ���
	��� ��
���������� -���� ��: ��	�� ��� �������� ���
	��� �'�� , ��� �	�����	�� ���
	��� �'�,
�	 � ���� ���
 
�����	� ����� �	'�, �� ���������� 
�	� �2����	� ':�:@,

�	'�, � �� �� ��� '��:@,

�� -���� ��: ��� ��

������ ������� �	'��, ��� �	'�, �� ��� �	 ��� ���
�� ��� �	���
�� ��	��� ���	 �� �	��� ���� ���� ��� �������� ���
	��� �'��,� ����� �� 	��� ��	������
	
 ��� 	��
�� �� ��� ���
���� ��������

( )X Si ( )X So

T

1
s+1

1 – e–Ts

S

���� ���& !���
������ �
�������


 �"�
���

��
 ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ������

����� ��
 ����
������ �#��
 �
�	� 

  #	����	

&	������ ��� ���	� ���
��� ������ ��	�� �� ������ ����� 4���� ����� �� �	 ���
���
������� �'�, ��� "'�, �� ��� ��	���#�		
 ������ ��	�� �� ������ ����� �� �� � �������
����������� �	 ���� ��	�� �� ������ ��@'�,� ��	� �2����	� '+�+,� ��� ��	���#�		


���� �����
�� 
�����	� ��� �� ������� ��

�

#
'�, � �'�,

�� �"'�,
'��+;,

�� �2����	� '��+;,

�"'�, � 		�"'�,
 '��+�,

����� ��	 &	�
����	� ������� �������� ��� �	�����	�� ���
 ���
	���

� �� '���	���, ��'��, �	'��, �	'�,

�� � ;�< ; ; ;
; ; � ; ;
� ;�< � ;�:@: ;�:@:
* ��; � ;�):* ;�):*
: ��< � ;���) ;���)
+ *�; � ;�()+ ;�()+
< *�< � ;�@�( ;�@�(
) :�; � ;�@<; ;�@<;
� :�< � ;�@�; ;�@�;
( +�; � ;�@(* ;�@(*

����� ��
 &	�
����	� ������� �������� ��� �	�����	�� ���
 ���
	���

� �� '���	���, ��'��, �	'��, �	'�,

�� � ;�< ; ; ;
; ; ; ; ;
� ;�< ;�< ; ;��;�
* ��; ��; ;�:;+ ;�:)(
: ��< ��< ;�<�� ;��*:
+ *�; *�; ;�@+; ���:<
< *�< *�< ��:<� ��<(*
) :�; :�; ��(;< *�;<;
� :�< :�< *�*�< *�<:;
( +�; +�; *��<� :�;�(

( )R s E s( ) *( )E s ( )C s

T
( )G s

( )H s

+

���� ���� ����������� ����� �
����� �"�
���

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ������

&	������ ��� ���	� ��� 	��
�� ���
��� ������ ��	�� �� ������ ���*� �� ������ ���*�
����� �� �	� � ���
��� ������� �'�, ���"'�,� ����� �� ������� �	 ������ ��@'�,� ��	�
�2����	� '+�+,� ��� ��	���#�		
 
���� �����
�� 
�����	� �� �	� ������� ��

�

#
'�, � �'�,

�� �'�,"'�,
'��+*,

��� ������� ��	�
�� ����
��

��	� ������ ���� � ������� �	���	� ������ ��� �� ��
�������� �� ��� ��	�� �������
��	�� �� ������ ���:�


��
��� ��$ '4�� ���	 �

����1 �� ���
��$�
,
������ ���+ ��	�� � ������� �	���	� ������� 5��� ��� �	���	���� ���� % �� ����� ���
��� ���
���� ���� �� ;�< ���	���� ���������

'�, ��� 	
��#�		
 
���� �����
�� 
�����	�
'�, ��� ��	���#�		
 
���� �����
�� 
�����	�
'�, ��� ��

������ �2����	� 
	� ��� �������� ���� ���
	���
'�, � ������ 	
 ��� ���� ���
 ���
	��� �������� =��	 ������� �	�����	��
'�, ��� ������#����� ����� 	
 ��� ������ 	��
��

( )R s E s( ) *( )E s C( )s

T T
( )G s

H( )s

+

–

*( )C s

���� ���� ����������� ����� 
	� ��
��
 �
����� �"�
���

( )r t

–

( )e t *( )e t u t( )* ( )u t
( )C t

T

microprocessor

Digital
Controller

Zero
Order
Hold

Plant

Sensor

+

���� ���� #���

� ��	
��� �"�
���

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � �		 � ������������ �������� ������

��������

'�, �'�, � %
�� ����

�

� �
�

�'�� *,

 �

'��+:,

D���� % � �

�'�, � �� ����
� � �

�*'�� *,

 �

'��++,

!������ 
�����	� �1
����	�

�

�*'�� *, �
&

�
� �

�*
� �

'�� *,

 �

'��+<,

	�

� � �'�� *,&� '�� *,�� �*& '��+),

"2������ �	�

������� �����

& � �;�*<
� � ;�<
� � ;�*<

4����������� ����� ������ ���	 �2����	� '��++, ��� '��+<,

�'�, � �� ����
� � �;�*<

�
� ;�<

�*
� ;�*<

'�� *,

 �

'��+�,

	�

�'�, � ;�*< �� ����
� � � �

�
� *

�*
� �

'�� *,

 �

'��+(,

-����� �#�����
	���

�'�, � ;�*< �� ���
� � ��

'�� �,�
*��

'�� �,* �
�

'�� ��*� ,

 �

'��+@,

D���� � � ;�< ���	���

�'�, � ;�*< �� �
�

� �
�

��
'�� �,�

*� ;�<
'�� �,* �

�

'�� ;�:)(,

 �

'��<;,

( )R s ( )C s+

=0.5T

K 1
s s( +2)–

1 – e–Ts

s

���� ���� #���

� ��	
��� �"�
�� ��� �$
���� %�&�

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ������

6����

�'�, � ;�*<'�� �, ��'�� �,'�� ;�:)(,� '�� ;�:)(,� '�� �,*
'�� �,*'�� ;�:)(,


 �
'��<�,

�'�, � ;�*< ��* � ��:)(�� ;�:)(� �� ;�:)(� �* � *�� �
'�� �,'�� ;�:)(,


 �
'��<*,

����� ���
��
��� �	 ���� ��� 	
��#�		
 
���� �����
�� 
�����	�

�'�, � ;�;@*�� ;�;))
�* � ��:)(�� ;�:)(
� �

'��<:,

'���A -��� ������ �	��� ���	 ���� ���� 	������� �� �2����	� '��++, �� ����� �#�����#

	�� ������ � �� -���� ���� ��� ��� �	����	� ���	�������� ��� ��� 	
 
������ 
���#
��	���

'�, -�� ��	���#�		
 
���� �����
�� 
�����	�� 
�	� �2����	� '��+;, ��

�

#
'�, �

;�;@*��;�;))
�*���:)(��;�:)(
	 �
�� ;�;@*��;�;))

�*���:)(��;�:)(
	 � '��<+,

����� ���
��
��� �	 ���� ��� ��	���#�		
 
���� �����
�� 
�����	�

�

#
'�, � ;�;@*�� ;�;))

�* � ��*�)�� ;�+:+ '��<<,

	�

�

#
'�, � ;�;@*��� � ;�;))��*

�� ��*�)��� � ;�+:+��* '��<),

'�, "2����	� '��<), ��� �� �1
������ �� � ��

������ �2����	�

�'��, � ��*�)�'�� �,� � ;�+:+�'�� *,� � ;�;@*('�� �,� � ;�;))('�� *,�
'��<�,

'�, .���� ��� ��

������ �2����	� '��<�,� ��� �������� =��	 ������� �	�����	��� ���
���� ���
 ���
	��� �� ��	�� �� ������ ���<�

9	�� ���� ��� ���
	��� �� ������ ���< �� �	��������� �	���� 
�	� ��� ��	������ 	
 ���
��	 
����	�� ���
��� 	��
��� ��� ��� ��	 
����	�� ���
��� ��
����

'�, .���� ��� 
���� ����� ���	��� ����� �� �2����	� '���+,

�'�, � ���
���

�� �
�

� �
�

#
'�,#'�,

� �
'��<(,

�'�, � ���
���

�� �
�

� �
;�;@*�� ;�;))

�� ��*�)�� ;�+:+

 �

�

�� �
	 �� �

'��<@,

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ������

�'�, � ;�;@*� ;�;))
�� ��*�)� ;�+:+
� �

� ��; '��);,

6���� ����� �� �	 ������#����� ���	��

��! ���'����� �	 ��
 �����	


��!�� �����	�  
�� ��
 �����	
 �	�� ��
 �����	


E��� �� ��������� �������� 	
 �	�����	�� ������� ��� �� ���������� �� ��� �#
�����
��������� ��� ��������� �������� 	� �������� ������� ��� �� �	������� �� ��� �#
�����
�� �� 
	������ �	 ��
 
�	� ��� � �	 ��� �#
���� ����� ��� ������	����


� � ��� '��)�,

�	�

� � �� B�
�����
	��

� � �'��B�,� � ���� B�� '����� ��� 
	������ B� �����, '��)*,

( )c kT

kT
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

���� ���� '	�
 �
�� �����	�� ��� �$
���� %�&�

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � �	
 � ������������ �������� ������

�
 ��� � 
�
 ��� � � *�$�� �2����	� '��)*, ��� �� �������
� � 
�
� B *������ � '��):,

����� �� �� ��� ���
���� 
��2������
"2����	� '��):, ������� �� � 
	��� ������� �� ��� �#
���� �� ��	�� �� ������ ���)�

������ ���� ��	�� ��

��� 	
 ����� 	
 �	������ � '���� �	������ �������� ����, 
�	� ���
� �	 ��� �#
����� ��	� ������ ���� �� ��� �� ���� ���� ��� ��
�#���� ���� '������, 	
 ���
�#
���� �	����
	��� �	 � ����	� ������ � ������ 	
 ����� ������ '��� ���� ������, �� ��� �#

�����
������ ���( ��	�� ��

��� 	
 ����� 	
 �	������ � '���� �	������ ��������� 
��#

2�����, 
�	� ��� � �	 ��� �#
�����

Im

( )P z

 Z =eσT

Re

∠Z=ω πT =2 ω ω/ s

���� ���! �
���	� ���� 
�� � 
� 
�� ����
	��

Im

(c)
(b)

(a)

=1r ω=0
Re

stable region

z-plane

jω ωs

2
(a) (b) (c)

–σ σ=0 +σ σ

s-plane

ω ω
= s

2

ω ω
=

– s

2

ω ω= s

4

–ωs

2
ω ω

=
– s

4

���� ���� �
���	� ��	�

	
 � ���� � 
� ����
	��

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ������

������ ���@ ��	�� �	����
	����� 
	�� �	����	�� 	� �	�� ��� �#
���� ��� �#
�����

��!�� ��
 (#
� ���'����� �
��

�� ��� ���� ��� ���� ��� �	���06�����= �������	� 	

��� � ���
�� ����	� 	

����������� ��� ��������� 	
 �	�����	�� �������� ��� E��� '�@<(, ��������� ���� ��
��
�	��� �� � ������� ������ �	 ������ ��� ��������� 	
 �������� ��������
&	������ ��� �������������� �2����	� 	
 � ���
���#���� ������

)'�, � ���
� � �������� � � � � � ���� �; � ; '��)+,

jω
Im

3π
44 π

4
σ r =1 Re

-planes z-plane

3ωs

8

ωs

8

3ωs

8
ωs

8

���� ���$ �
���	� ��	�

	
 � ���� � 
� ����
	��

jω
Im

7
10

5 7
5

1 2 3 4 σ 10 8 1       2      3 4   Re

5

5 6 7 ´
6

8 9 10 7

-planes -planez

x

x

x

x

x x x x

x

x x x

x x

x x x

x

x x

x

x

x

x
x

x

xx

x

6

8 9
ω2

2

6 ωs

8

9

x

���� ���% ��������	��	� ���� ���

��	� �	 ��
� � 
	� ����
	���

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ������

-�� ����� 
	� ��� E��� ��������� ���� �� ����� �� -���� ��+ �����

�� �
�; ����

�� ��

����
����

�� �
�; ������

���� ��

����
����

 � �
�; ���*��

���* ��

����
����

'��)<,

-�� ��������� ��� ��

������ �	�����	�� 
	� ��� 
	���	���� )'�, �	 ���� �	 �		��
	������ 	� 	� ��� ���� ������ ���

&	�����	� � )'�, � ;

&	�����	� * '��,�)'��, � ;
&	�����	� : 
�;
 � ��

� 
�;
 � 
����
�� 
�;
 � 
���*

���

&	�����	� � 

;
 � 

*


'��)),


��
��� ��* '4�� ���	 �

����1 �� ���
��*�
,
�	� ��� ������ ����� �� ������ ���+ '���� "1��
�� ��+, 
��� ��� ����� 	
 ��� �������
�	�
�����	� ���� % �	 ���� ��� ������ B��� ��������� �	� "1��
�� ��+� ��� ����#
���������� �2����	� ��

�� �'�, � ; '��)�,

�� "1��
�� ��+� ��� �	����	� ��� 
	��� �������� ���� % � �� -����
	��� �����
�2����	� '��<:,� ��� �������������� �2����	� ��

�� %';�;@*�� ;�;)),
'�* � ��:)(�� ;�:)(, � ; '��)(,

����� ��� E���7� �����

�; �� �* ���� ��

�; �� �* � � � ���� ��
�� ���� ���* � � � �� �;
�; �� �* � � � ����
���� ���* ���: � � � �;
�
�
�
�; �� �* � � � �:
�: �* �� � � � �;

; 
� 
*

* 
� 
;

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ������

	�

)'�, � �* � ';�;@*% � ��:)(,�� ';�:)(� ;�;))%, � ; '��)@,

-�� 
���� �	� 	
 E���7� ����� ��


 �; �� �*

';�:)(� ;�;))%, ';�;@*% � ��:)(, �
'���;,

��� ����� �+ )'�, � ;
��	� �2����	� '��)@,

)'�, � 	�� ';�;@*% � ��:)(,� ';�:)(� ;�;))%,
 � ; '����,

��	� �2����	� '����,� )'�, � ; �
 % � ;�

��� ����� � '��,�)'��, � ;
��	� �2����	� '��)@,� ���� � � *

'��,*)'��, � 	�� ';�;@*% � ��:)(,� ';�:)(� ;�;))%,
 � ; '���*,

"2����	� '���*, ���
��
��� �	 ����

*��:)� ;�;*)% � ;

	�

% �
*��:)

;�;*)
� �;<�*: '���:,

Im

=9.58K

z-plane

75.90 K=1
=60K =105.23K

Re
2 1.5 1– – – –0.5 0.5 =0.78        1.0K

xx

���� ���& ���
 ����� ��
��
� ��� �$
���� %�&�

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ��	



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ������

��� ����� !+ 
�;
 � �*


;�:)(� ;�;))% 
 � � '���+,

�	� �������� ���������

;�:)(� ;�;))% � �

% � �� ;�:)(
;�;))

� @�<(
'���<,

6���� ��� ������ �� ���������� ������ ���� % � @�<( ��� �;<�*: '��� ���	 "1��
��
��) ��� ������ ��*;,�

��!�� )��� ���#� �	������ �	 ��
 �����	


�� ���� ��� �	�����	�� ������� ��������� �� &��
��� <� ��� �		� �	��� 	
 � ��������
������ �� � 
�	� 	
 ��� �	��� 	
 ��� �		�� 	
 ��� �������������� �2����	�

�� �"'�, � ; '���),

�� ��� �#
���� �� � 
�����	� 	
 ��� 	
��#�		
 ���� �	������ %� -�� ��	���#�		
 ������
���� ������ ������ 
�	������ ��� �	�� ������ ������ ��� ���� �������

��!�� )��� ���#� ��	��
#����	 
#�
�

-���� ��� ������� �	 ��	�� ����� �� �����	� <�:�+ 
	� �	�����	�� ��������

�� ���(���, ������ '% � ;,A -�� �		� �	�� ����� �� ��� 	
��#�		
 
	����
*� ��(
������� ������ '% � �,A -�� �		� �	�� ��������� �� ��� 	
��#�		
 =��	� ����
���� �1���� 	�������� �� ��

:� '�
��( ��  ������� (��� ����A -��� �� �2��� �	 ��� 	���� 	
 ��� ��������������
�2����	��

+� �-

��(- �� (��� ����A -�� �		� �	�� ��� ����������� ��	�� ��� ���� �1���
<� #��� ����� ��������� �� (��� ����A � 
	��� 	� ��� ���� �1�� �� 
��� 	
 ��� �	�� �
 ���
��� 	
 ��� 	
��#�		
 
	��� ��� =��	� �	 ��� ����� 	
 ��� 
	��� �	������� �� 	���

)� �(����.�- ������A -�� 
	���� �� ����� � �	��� ������ ���� 
�	� ��� ���� �1�� ���
�� 
	��� �� 	�������� ��� �		�� 	
 ��� �2����	�

�

��
	�"'�,
 � ;

�� ���� ��(��� �(����/�(A -��� ��� �� 	������� �� ����������� ��� ����� 	
 % 
	�
�������� ��������� ����� ��� E��� ����� ��� ������������ �� �� ��� ��������������
�2����	� '���),�


��
��� ��0 '4�� ���	 �

����1 �� ���
��0�
,
4����� ��� �		� �	��� ������� 
	� "1��
�� ��+� ��	�� �� ������ ���+� %�������� ���
��������� 
	����� ��� ����� 	
 % 
	� �������� ��������� ��� ��� ���� ������ ��	��	����

��
 ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � �	
 � ������������ �������� ������

��������
��	� �2����	� '��+:,

�'�, � % �� �
���

�

� �
�

�'�� *,

 �

'����,

��� 
�	� �2����	� '��<:,� ����� ���� � � ;�< ���	���

�'�, � %
;�;@*�� ;�;))

�* � ��:)(�� ;�:)(
� �

'���(,

 
��#�		
 
	���

�* � ��:)(�� ;�:)( � ; '���@,

� � ;�)(+� ;�:�)
� � ��� ;�:)( '��(;,

 
��#�		
 =��	�

;�;@*�� ;�;)) � ;

� � �;���� '��(�,

��	� �2����	�� '��)�,� '��)(, ��� '��)@, ��� �������������� �2����	� ��

�* � ';�;@*% � ��:)(,�� ';�:)(� ;�;))%, � ; '��(*,

�(����.�- ������A .���� ���� )

�

��
	�"'�,
 � ;

'�* � ��:)(�� ;�:)(,%';�;@*,� %';�;@*�� ;�;)),'*�� ��:)(, � ; '��(:,

����� �����

;�;@*�* � ;��:*�� ;��*:@ � ;
� � ;�)+� ��� �*�;(+ '��(+,

% ��( 
�(,���� ��������-A .���� ��� E��� ����� ��� ������ 	
 % �� ��� �	��� ��	���� ���
���� ������ ��� ����� �� �2����	�� '���<, ��� '���:,

% � @�<( ��� �;<�*: '��(<,

���� ��(��� �(����/�(A ��������� % � @�<( ���	 ��� �������������� �2����	� '��(*, �����
�* � ;�+(��� � � ; '��(),

-�� �		�� 	
 �2����	� '��(), ���

� � ;�*++� B;�@� '��(�,

	�

� � �� � �<�@� � �� � ��:: ��� '��((,

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

4���� 
�	� �2����	� '��):, ��� ������ ���)

� � 
�
 ��� '��(@,

��� � � ;�<� ���� ��� 
��2����� 	
 	��������	� �� ��� 	���� 	
 ����������� ��
;�<� � ��::
� � *�)) ���$� '��@;,

-�� �		� �	��� ������� �� ��	�� �� ������ ��*;�
�� ��� �� ���� 
�	� ������ ��*; ���� ��� �	�
��1 �	�� 
	�� � ������� -��� �� �������

��� ���� 
	� ���	��#	���� 
����� �����

������ �
�


	
��#�		
 
	���

&����� � ' 
��#�		
 =��	� ;, '��@�,

-�� ���
 ���
	��� ��	�� �� ������ ���< �� 
	� % � �� ��������� % � � ���	 ���
�������������� �2����	� �����

�* � ��*�)�� ;�+:+ � ;

	�

� � ;�):(� B;��)+

-��� 
	����	� �� ��	�� �� ������ ��*;� -�� % ������ �� ��� ��������� 
	���� ��� ���	
��	�� �� ������ ��*;�

��� ������� ����
	����
 �
���	

�� �����	�� <�+ ��� )�)� �	�
�����	� ������ �� ��� �#
���� ��� ��� 
��2����� �	����
���� ��������� 
	� �	�����	�� �������� �� ��� ���� ������� ������� �	�
�����	��
��� �� �������� �� ��� �#
���� 
	� �������� ��������
������ ���: ��	�� ��� ������� 
	�� 	
 � ������� �	���	� ������� -�� 
���� �����
��


�����	� 	
 ��� ������� �	���	����$�	�
�����	� �� �������

�



'�, � 1'�, '��@*,

��� ��� ��	���#�		
 
���� �����
�� 
�����	� ���	��

�

#
'�, � 1'�,�'�,

��1'�,�"'�,
'��@:,

��� ����� ��� �������������� �2����	� ��

��1'�,�"'�, � ; '��@+,

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��	 � ������������ �������� ������

����� ������� ����
	����
 ���
�

�� � �	�����	�� ������� � ��

���������	� 	
 ��� ���	� ������ � ��� �� ��
�������� ��

�'�, � ��
��

-����� /�
���� �����
	��� ���� =��	 ������� �	�����	��

�



'�, � � '��@<,

�� � �������� ������� � ��

���������	� ��� �� �

�	1������ �	

�'��, � �'��,� �'�� �,�
�

�����

�



'�, � �� ���

�
'��@),

6����� ��� /�
���� 	
����	� ��� �� �

�	1������ �	

� � �� ���

�
� �� �

��
'��@�,

1�,���� 231 ����(����(A ��	� �2����	� '+�@*,� � �	�����	�� !�% �	���	���� ��� ��
������� ��

�



'�, � %�'�����

* � ���� �,
���

'��@(,

��������� �2����	� '��@�, ���	 '��@(, �����

�



'�, �

%� ����
���
��

� �*���
���
��

� �� �
 �
��

���
��

� � '��@@,

����� ��� �� ���
��
��� �	 ����

�



'�, � %�'�*�

* � ���� �;,

�'�� �, '���;;,

�����

�; � ��
�

�� � �� *��
�

� �

�* � ��
�

� �

��
� �

� � '���;�,

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

������4� #���A -�����7� ����� ���	 ������ ��� �������� �����
	�����	�� ����� � ������
�

�	1�����	� �	 ���������	� ����� �� �� ����� 	� � ���
�=	���� ������ ���� � ����#
������� ����� -�����7� ���� �

�	1������ ��� /�
���� �����
	�� �	

� � *'�� �,
�'�� �, '���;*,

��������� ���� ����� 	
 � ���	 ��� ���	�����	� 	
 �2����	� '��@(,� ����� ������ � �������
!�% �	���	���� 	
 ��� 
	�� ��	�� �� �2����	� '���;;, �����

�; � ��
�

�� � �

*��
� *��

�
� �

� �

�* � �

*��
� ��

�
� �

� �
'���;:,


��
��� ��� '4�� ���	 �

����1 �� ���
����
,
-�� ����� ������ ������� ��	�� �� ������ <�*) ��� �� 	
��#�		
 �����
�� 
�����	�
'�	������� ��� 
�� �������� ��� ������� ��������, 	


�'�,"'�, � *;

�*'�� <, '���;+,

� ���� �	�
�����	�� ��� ���� ����� "1��
�� )�)� ��� �2����	� ')���:, ��� � �����
��

�����	� 	


�'�, � ;�('�� �,

'�� ;�;)*<�, '���;<,

'�, ���� ��� �#�����
	�� 	
 ��� ������� �� ��������� � ���
���� 
��2����� 	
 �� �����
�; ����� ������ ���� ��� ������ ����������

'�, &	����� ��� ���� �	�
�����	� �� �2����	� '���;<, ���	 � ������� �	�
�����	�
����� ��� ���
�� ����	�� ���� �2����	� '��@�, ��� 
��� ��� ���
 ���
	��� 	
 ���
�������

'�, &	����� ��� ���� �	�
�����	� �� �2����	� '���;<, ���	 � ������� �	�
��#
���	� ����� -�����7� ����� ���� �2����	� '���;*, ��� 
��� ��� ���
 ���
	��� 	
 ���
�������

'�, &	�
��� ��� ���
	���� 
	��� �� '�, ��� '�, ���� ��� �	�����	�� ���
 ���
	����
��� �	����� ��� �	�
�����	� ���� �� ��	���� �	 ���� ���	 � ��

������ �2����	��

��������
'�, ��	� ������ )�:@� ���� �	�
�����	� ��	� ��� ��������� �� <�;@ ���$�� 	�

;�(�6=� -�� ����� ���� �� (��6=� �	 ������ � ���
���� 
��2����� 	
 �;6=� ����

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

� � ;�� ���	���� �	� � ���
�� ��� �	�� ������ �������� ���� ��� �������
��������

�'�, � �� ����

�

� �
*;

�*'�� <,

 �

'���;),

�'�, � '�� ����,
*;

�:'�� <,

 �

'���;�,

�	� � � ;��� �2����	� '���;�, ��� � �#�����
	�� 	


�'�, � ;�;;*@)�* � ;�;�;+(�� ;�;;*:
�: � *�);)<�* � *�*�:��� ;�);)< '���;(,

'�, 4�����������

� � �� �
��

���	 ���� �	�
�����	� ����� �� �2����	� '���;<, �	 	����� ������� �	�
�����	�

1'�, � ;�(
���'���,

��

���;�;)*<'���,
��

� �

-��� ���
��
��� �	 ����

1'�, � <�+�<*�� +�@*:
�� ;�:(+) '���;@,

'�, .���� -�����7� ����

� � *'�� �,
�'�� �,

4����������� ���	 ���� �	�
�����	�

1'�, � ;�(
�'���,�*'���,

�'���,
�'���,�;�;)*<	*'���,


�'���,

�
�

�
�

-��� ���
��
��� �	 ����

1'�, � ��+)��� )��<)
�� ;���� '����;,

'�, ��	� ������ ��*�� �� ��� �� ���� ���� ��� ������� �	�
�����	� 
	���� �����
-�����7� ���� �� ��	���� �	 ��� �	�����	�� ���
	���� ��	� �2����	� '����;,

�



'�, � ��+)�� )��<)�

��

�� ;������� '�����,

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ������

6���� ��� ��

������ �2����	� 
	� ��� ������� �	�
�����	� ��

�'��, � ;�����'�� �,� � ��+)��'��,� )��<)�'�� �,� '����*,

����� ������� ����
	����
 �
���	 #��	� ���
 ����
�
	�

���	 �����


��
��� ��5 '4�� ���	 �

����1 �� ���
��5�
,
-�� �	�����	�� �	���	� ������ ��	�� �� ������ ��**'�, �� �	 �� ��
����� �� ��� �������
�	���	� ������ ��	�� �� ������ ��**'�,�

'�, �	� ��� �	�����	�� ������� 
��� ��� ����� 	
 % ���� ����� ��� ������ � ���
���
����	 	
 ;�<� %�������� ��� ��	���#�		
 
	��� �� ��� �#
���� ��� ����� ��� ������
	
 � ��� ��

'�, ���� ��� ��	���#�		
 ��������� �� ��� ���� ��� ���
���� 
��2����� �� � 
���	�
	
 �; ������� 5��� �� ��� ����� 	
 �F

'�, �	� ��� ���
��� ������ ��	�� �� ������ ��**'�,� 
��� ��� 	
��#�		
 
���� �����#

�� 
�����	� �'�, ���� ��� ���
�� ��� �	�� ������ �� �� ������� ���� ��� 
�����

'�, 5��� 1'�, ��� �	 ��� ����� 	
 % 
	��� �� '�,� �	�
��� ��� �	�����	�� ��� ��������
���
 ���
	�����

kT (seconds)

c kT( )

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Continuous

Simple method

Tustin’s rule

���� ���� ����
����	 ��
���	 ������
� 
	� ��	
�	���� �����	���

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

'�, C� ��

��� ��� ��	���#�		
 
	��� 
�	� ��� � �	 ��� �#
����� ������ � �	�
�����	�
1'�, ���� ���� �	�� �	�����	�� ��� ���
��� ������ ���� ��������� ��	���#�		

���
	���� ���� 	 � ;�<�

��������
'�, -�� �		�#�	��� ������� 
	� ��� �	�����	�� ������ �� ��	�� �� ������ ��*:� ��	�

������ ��*: ��� ��	���#�		
 
	��� ���

� � �;�<� B;�()) '����:,

	�

� � �;�<� � � ;�()) ���$�
��� ��� ����� 	
 % �� ;�::)�

'�, !�	����� ��� ��	���#�		
 
��2����� ���
	��� 
	� ��� �	�����	�� ������ ����� �
��������� �� 	
 ��*@ ���$�';�*;<6=,� -�� ���
���� 
��2����� ��	��� �����
	��
�� � 
���	� 	
 �; ������� ���� �*�@ ���$�'*�;<6=,� �	������ �	�� �	 *�;6= �����
� ���
���� ���� � 	
 ;�< ���	����

'�, �'�, � '�� ���,	
:

�*'�� �,

 �

'����+,

.���� �����
	�� � �� -���� ���

�'�, � :	'�
�;�< � ;�<,�� '�� ��<��;�<,


'�� �,'�� ��;�<,

( )R s ( )C s

(a)

K 3
( +1)s s

–

+

( )R s ( )C s

T

(b)

( )D z 3
( +1)s s

–

+ 1 – e–Ts

s

���� ���� ��	
�	���� 
	� ����

� ��	
��� �"�
����

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

6����

�'�, � ;�:�@)'�� ;�(+)�,
'�� �,'�� ;�);)<, '����<,

'�, 5��� 1'�, � % � ;�::)� ��� ��

������ ������� ��� �	�����	�� ��� �������� ���

���
	��� ��� �� ���� �� ������ ��*+�

'�, ��

��� ��	���#�		
 
	��� 
�	� � �	 �#
����


�
 � ���

��������� ������


�
 � ��;�<�;�< � ;���@ '����),

�� � ��

� ;�())� ;�< � ;�+:: ���
� *+�(�

'�����,

&	�������� 
�	� 
	��� �	 ��������� �	#	�������� ����� ��� ��	���#�		
 
	��� �� ��� �#

����

� � ;��;�� B;�:*� '����(,

����� 
�	����� � �#
���� �������������� �2����	�

�* � ��+�+�� ;�);� � ; '����@,

ζ=0.5 jω

=0.336K 0.866

× ×
–1 –0.5 σ

���� ���� ���
 ����� ��
��
� ��� ��	
�	���� �"�
���

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

-�� �	���	� 
�	���� �� �	 ������ � �	�
�����	� 1'�,� ������ ���� �������� ����
�'�,� 
�	����� � �������������� �2����	�

��1'�,�'�, � ; '���*;,

���� ���� ��� �2����	�� '����@, ��� '���*;, ��� ���������� /�� ��� �	�
�����	� �� 	

��� 
	��

1'�, � %'�� �,

'�� �,
'���*�,

4����� ��� ����� 	
 � �	 ���� ��� �	�#����� 
	�� �� �'�, �� ���������

1'�,�'�, � %'�� ;�);)<,
'�� �,

� ;�:�@)'�� ;�(+)�,
'�� �,'�� ;�);)<, '���**,

6���� ��� �������������� �2����	� '���*;, ���	���

�� ;�:�@)%'�� ;�(+)�,
'�� �,'�� �, � ;

����� ���
��
��� �	 ����

�* � ';�:�@)% � �� �,�� ';�*�;)% � �, � ; '���*:,

c t( )

c kT( )

t   kT, (seconds)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Discrete

Continuous

���� ���� ��	
�	���� 
	� ����

� ��	
������� ��
 
� % � (�))*�

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ��	



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

"2������ �	�

������� �� �2����	�� '����@, ��� '���*:, �����

;�:�@)% � �� � � ���+�+ '���*+,

;�*�;)% � � � ;�);� '���*<,

��� ;�<@;*% � � � �;�(;�
	�

;�<@;*% � ;��@:
% � ;�:*� '���*),

��������� �2����	� '���*), ���	 '���*<,

';�*�;)� ;�:*�,� ;�);� � �

� � �;�<�@ '���*�,

-��� ��� ��2����� �	�
�����	� ��

1'�, � �



'�, � ;�:*�'�� ;�);)<,

'�� ;�<�@, '���*(,

������ ��*< ��	�� ���� ��� �	�����	�� ��� �������� ���
	���� ��� ���������� �	�� ����
	 � ;�<� -�� �	���	� ���	����� ��� �� ��
�������� �� � ��

������ �2����	�

�



'�, � ;�:*� '�� ;�);)<�

��,
'�� ;�<�@���, '���*@,

�����

�'��, � ;�:*��'��,� ;��@(:�'�� �,� � ;�<�@�'�� �,� '���:;,

t   kT, (seconds)

c kT( )

c t( )

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Continuous
and Discrete

���� ���� +��	
��
� ��	
�	���� 
	� ������
� �
�� �����	��� 
� 
 �����
 �� ���� ��
����	
�

��
 ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ������

��$ �#
��

 �
�'�
��


��
��� ��6
�������� ���� � ���
�� ��� �	�� ������ �� �� ������� ���� ��� �����
�� 
�����	� �'�,�
��������� �'�, 
	� ��� 
	��	����

'�, �'�, � �

'�� �, � � � ;�� ���	���

'�, �'�, � *

'�� �,'�� *, � � � ;�< ���	���

'�, �'�, � �

�'�� ;�<, � � � ��; ���	���

��������

'�, �'�, � ;�;@<

�� ;�@;<

'�, �'�, � ;��<<'�� ;�);),
�* � ;�@�+�� ;�**:

'�, �'�, � ;�+*)'�� ;�(+�,
�* � ��);��� ;�);�


��
��� ���7
-�� �	�
���� �	���	� ������ ��	�� �� ������ ��*) ��� � ���
���� ���� 	
 ;�<
���	���

'�, ���� ��� 	
��#�		
 
���� �����
�� 
�����	� �'�, ��� ����� ��������� ��� 	
��#
�		
 
	��� ��� =��	� 
	� ��� �	������ ���
�� ��� �	�� ��� ��� 
�����

'�, ��	� '�, �������� ��� ��

������ �2����	� �������� �'��,� �'�� �,� � �'�� *,� �
�'�� �,� ��� �'�� *,� �

'�, �
 ��� �	�
���� ��� ��� �	���	� ���	�����

�'��, � ��<�'��,

Computer Plant

( )R s ( )C s

T

K
2

( +4)s s–

+ 1–e–Ts

s

���� ���! �����
�� ��	
��� �"�
�� ��� �$
���� %�,(�

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ������

����� � ������� �

�	���� �������� ��� ������ ���
	��� ���� ��� ��
�� �� � ����
���
 �

���� �� �� � ; 
	� ��� �������� ���� ������ 	
 �� � ;� ;�<� ��;� ��<� *�; ���
*�< ���	���� ������ ���� �� �� ���� ���� =��	� ��� ������ 	
 ��
�� ��� 	��
��
��� =��	�

��������

'�, �'�, � ;��+�@'�� ;�<*:,
�* � ���:<�� ;��:<


	��� � � �� ;��:<
=��	� � � �;�<*:

'�, �'��, � ���:<�'�� �,� � ;��:<�'�� *,� � ;��+�@�'�� �,� � ;�;�+:�'�� *,�
'�, ��

�'�� ,

;

;

;�<

;�*�:

��;

;�<*�

��<

;��<*

*�;

;�((@

*�<

;�@<@


��
��� ����
� ����� 
������� �	�
���� �	���	� ������� ��� �� 	
��#�		
 
���� �����
�� 
�����	�

�'�, � ;�+*)%'�� ;�(+�,
�* � ��);��� ;�);�

'�, %�������� ��� 	
��#�		
 
	��� ��� =��	�� ��� �������������� �2����	� ��� �����#
���� 
	�����

'�, .���� ��� E��� ����� ��������� ��� ����� 	
 % �� ��� ����#������ ��	��	��� 
	�����
'�, ���� ��� ������ ��� ������ 	
 ��� �������� �	�
��1 �	��� ��� ����� ������ ��� �		�

�	��� �� ��� �#
�����

��������

'�, 
	��� � � �� ;�);�
=��	� � � �;�(+�

�* � ';�+*)% � ��);�,�� ';�:)�% � ;�);�, � ;
��������� 
	���� � � ;��@<� �*�<

'�, % � ��;)� +��@
'�, ������ � ��);�� ������ � �;�(+�� ;


��
��� ����
� ����� 
������� �	�����	�� �	���	� ������ ��� � 
	�����#
��� �����
�� 
�����	�

�'�, � %

�'�� <,

'�, ���� ��� ����� 	
 % �	 ���� ��� ��	���#�		
 ������ � ���
��� ����	 	
 ;��� -��
��	�� ������ �� �	 �� ��
����� �� � ��������#���� ����� 
������� �	���	� ������
���� � 
	�����#
��� �����
�� 
�����	�

��� ����	�
� ��	�
�� �	��	


�	�



������������	
�����
����������������������������� � ��	 � ������������ �������� ������

�'�, � 1'�,
�� ����

�

� �
�

�'�� <,
� �

'�, �
 ��� ���
���� ���� �� ;�* ���	���� ��������� ��� 	
��#�		
 
���� �����
��

�����	��

'�, -�� ��������#���� ������ �� �	 ���� ��� ��������� ���� ���
	��� �	 ��� �	�����	��
������� 5��� ��� ��� ������� ��	���#�		
 
	��� ��� �������������� �2����	�� ��

'�, ��� �#
����
'��, ��� �#
����

'�, -�� ��������#���� �	�
�����	� �� �	 ���� ��� 
	��

1'�, � %�'�� �,

'�� �,

���� ��� ������ 	
 %� ��� � �
 � �� �������� �	 ������ ��� �	�#����� 	
��#�		
 
	���

��������
'�, % � �*�(
'�, �'�, � ;�;�+�'�� ;���(,

'�� �,'�� ;�:)(,
'�, �*�+(� B*�<)� �* � <�� �*�( � ;

;�<:�� B;�*@(� �* � ��;)*�� ;�:�� � ;

'�, 1'�, � �*�*� '�� ;�:)(,
'�� ;�*+*,

������� ��	�
�� ����
� �
���	 ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ������

�

����������� 	��
��� 
��
������� �����	 ������

��� �
� �������������������


��� ��������� �	
��	� �
���� �����
 ����
����� ��������� �
 �������� ��� ��� ��
���
���
 	
�
 ���������� �	

��� ��
��� �
���� ��
��� ������ ������ �
�����
��� �
����� ���� ��� ��
��� �	� ��
 �� ��
���� ��� �
� ��� ���� �
!����
� ���!�

���������� ���� �	 
	� !��
 "��� �����#

��� ����������� ����	��� �� � ��
����� �� ������	���
 ����	� $	� �	�����
�� �
��
�
��
� �
� �����
�
� � "��� ��
�� 	$ �	
��	� �
����� �
� �� �����������
 "��� ������ �	
������� �	�������	
�� ����
�����# ��� ����	��� ��
 ���� "���

��� %������� �
���� %������� ������ �%�%�� �
������ 	� �����!������� �
�����
��� &	
���
��� �
� �����!����
� �
�����
��� '����
���!� �	
��	���� �����
 ����	�����#

����� �
� ������� �
 �����

��� ����� 	$ � �
���� ��
 �� ��$�
�� ��( )��� ��� 	$ !�������� ������� ��� �����
!��������� "���� �� �	�� �
����� ���� �*� �	������ "��� ��� �
��� !�������� �	�������

�������
� ��� ����!�	�� 	$ ��� �
���� $	� ���� � � �*+#

��� ����� !�������� ��� ��� �������� 
����� 	$ ������ ���� ��� �������� �	 ��������
��� �

���� 
����� 	$ ��� �
����� �
� �� �� 
	� � 
�������
 �	
�����
� ���� ���
 ���
����������# ��� ��

�� �
 "���� ��� ����� !�������� ���
�� �� � $�
���	
 	$ ����
��
 �� ��	���� 	$ �� � ���,���	�
 �
 � ����
��	
�� ������ ������ ��� �����������	
�"	�����
��	
�� ����������� �� �	������� ��$����� �	 �� ��� �
��������� "��
 	
�
����� �� ��� ����!���!� 	$ ��� 	����#



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

����� �
� ����� ������ ��

�������� ��������

��� ����� 	$ � �
���� �� ��������� �
 � ��� 	$ $�����	���� ��$$���
���� ������	
� �
 �����
	$ ��� ����� !�������� ��-� �.� � � � � ��� �
� �
��� !�������� �
-� 
.� � � � � 
�� �
 ���
��
���� $	��

��-

��
� �--�- � �-.�. � � � � � �-��� � �--
- � � � � � �-�
�

��.

��
� �.-�- � �..�. � � � � � �.��� � �.-
- � � � � � �.�
�

���
��

� ��-�- � ��.�. � � � � � ����� � ��-
- � � � � � ���
�

�/�-�

��� ������	
� ��� �/#-� ��
 �� �	���
�� �
 �����0 $	����# ���� ������� �
 ��� �����
!���	� ��$$���
���� ������	


�� � ��� �� �/�.�

1�����	
 �/#.� �� ��
�����
 ������ ��� ����� ������	
���� "���� �	"������� �	��$���
�������
�� !���	�� �
� ���������� �	��$��� �������
�� ��������# ����

� �� ��� � ����
��	
�� ����� !���	�

�-

�.

��
�

��

�
����

�
���� �/�2�

� �� ��� � ����
��	
�� �
��� !���	�


-

.
��
�


�

�
����

�
���� �/�3�

� �� ��� �� � �
���� �����0

�-- �-. � � � �-�
�.- �.. � � � �.�
��
�

��- ��. � � � ���

�
����

�
���� �/���

� �� ��� ��� �	
��	� �����0

�-- � � � �-�
�.- � � � �.�
��
�

��- � � � ���

�
����

�
���� �/�4�

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ������

�
 ��
����� ��� 	������ � �-� �.� � � � � ��� 	$ � ��
��� �
���� ��
 �� ������� �	 ��� �����
!�������� �
� ��� �
��� !��������

� � ����� �/���

1�����	
 �/#�� �� ������ ��� 	����� ������	
���#

������� �	�
5���� �	"
 ��� ����� ������	
 �
� 	����� ������	
 $	� ��� ����
�������������
�
���� ��	"
 �
 6����� /#-���#

���
����
����� !��������

�- � � �/�/�

�. � ��

��
� ��- �/�7�

�
��� !�������


 � ���� �/�-*�

&	" �
�� � ���

6�	� 6����� /#-���

����� ��� � �� � ���

	�

�.�

��.
� ��

�
�� �

�
��� -

�
���� �/�--�

C
K

P t( )

m m

(a) (b)

Cy Ky
P t( )

y, ,y 3
y

���� ��� ��������	

��	���� 


��� 	�� ��������
 ��	��	��

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

6�	� ������	
� �/#7�� �/#-*� �
� �/#--� ��� ��� 	$ $�����	���� ��$$���
���� ������	
� ���

��- � �.

��. � ��

�
�- � �

�
�. � -

�



�/�-.�

�
� ��� ����� ������	
� ���	��

��-

��.

� 	
�

* -

��

�
��

�

�
�

�
� �-

�.

� 	
�

*

-

�

�
�

�
�
 �/�-2�

6�	� ������	
 �/#/� ��� 	����� ������	
 ��

� � 8 - * 9
�-

�.

� 	
�/�-3�

����� !�������� ��� 
	� �
����� �
� ��
 �� �������� �	 ���� ��� ��	���� ���
� �������#

������� �	�
6	� ��� ��� 
��"	�: ��	"
 �
 6����� /#.� "���� �	"
 ��� ����� ������	
� "��


��� ��� ����� !�������� ��� �.��� �
� ��.
��� ��� ����� !�������� ��� �.��� �
� ����#

���
����
���

�- � �.���

�. � ��. � ��-

�/�-��

6�	� ������	
 �.#2��

��
�.�.
��.

� ��
��.
��

� �. � �-��� �/�-4�

6�	� ������	
� �/#-�� �
� �/#-4� ��� ��� 	$ $�����	���� ��$$���
���� ������	
� ���

��- � �.

�. � � -

��
�- � ��

��
�. � -

��

 �/�-��

R

Ci t( )v t
1
( )

L

v t
2
( )

���� ��� ��� ��������

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

�
� ��� ����� ������	
� ���

��-

��.

� 	
�

* -

� -

��

��

�

�
�

�
� �-

�.

� 	
�

*

-

��

�
�

�
�
 �/�-/�

��� �- � �.���

�. � ����
�/�-7�

6�	� ������	
� �.#23� �
� �.#2��

�
��

��
� ��.���� ������ �-��� �/�.*�

�
��.
��

� ���� �/�.-�

1�����	
� �/#.*� �
� �/#.-� ��� �	�� $�����	���� ��$$���
���� ������	
�� �
� ��
 ��
"�����
 �
 ��� $	��

��- � -

�
�.

��. � � -

�
�- � �

�
�. � -

�



�/�..�

��!�
� ��� ����� ������	
�

��-

��.

� 	
�

* -

� -

�
��

�

�
�

�
� �-

�.

� 	
�

*

-

�

�
�

�
�
 �/�.2�

������� �	�
6	� ��� . ���� �
���� ��	"
 �
 6����� /#2� $�
� ��� ����� �
� 	����� ������	
 "��

��� ����� !�������� ��� ��� �	����	
 �
� !��	���
 	$ ���� ����#

���
����
����� !��������

�- � �- �. � ��-
�2 � �. �3 � ��.

�
���� 	������

�-� �.

�
���� �
����


 � ���� �/�.3�

6	� ���� �- �
�� � �-��-

�.� �. � �-�� �-�- � ����� �- ��- � �-��- �/�.��

6	� ���� �. �
�� � �.��.

� �.� �. � �-� � �.��. �/�.4�

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ������

6�	� �/#.3�� �/#.�� �
� �/#.4�� ��� $	�� $�����	���� ��$$���
���� ������	
� ���

��- � �.

��. � ��-

�-
� �.

�-


 �
�- � �-

�-
�. � �.

�-
�2 � -

�-



��2 � �3

��3 � �.

�.
�- � �.

�.
�2

�/�.��

;�
�� ��� ����� ������	
� ���

��-

��.

��2

��3

�
���

�
��� �

* - * *

� �- � �.

�-


 �
� �

�-

�.

�-
*

* * * -

�.

�.
* ��.

�.
*

�
�������

�
�������

�-

�.

�2

�3

�
���

�
����

*
-

�-

*
*

�
����

�
����
 �/�./�

�
� ��� 	����� ������	
� ���

�-
�.

� 	
� - * * *

* * - *

� 	 �-

�.

�2

�3

�
���

�
��� �/�.7�

K
1

y t
1
( )

P t( )

m
1

C
1

y t2( ) m2 m2

K y1 1
P t( ) C1 1y

y2 2 2,y , 3

y1 1 1,y 3,

K y2( )–2 1y

y2 > y1

(a) (b)

K2

m
1

���� ��� �����	

 


��� 	�� ��������
 ��	��	�
�

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

����� ����� ��������� 
��	 �����
�� 
��������

�	
����� ��� ��
���� ��$$���
���� ������	


���

���
� ���-

���-�

����-
� � � � � �-

��

��
� �*� � ���-

���-


����-
� � � � � �-

�


��
� �*
 �/�2*�

1�����	
 �/#2*� ��
 �� �������
��� �
 ��� ���
�$�� $�
���	
 ��	"
 �
 6����� /#3#
<�$�
� � ��� 	$ ����� !�������� ���� ����

��- � �.

��. � �2

��
� ��

�

��� � ��*�- � �-�. � � � � � ���-�� � 


�/�2-�

�
� �
 	����� ������	


� � �*�- � �-�. � � � � � ���-�� �/�2.�

���
 ��� ����� ������	
 ��

��-

��.

��
�

����-

��

�
������

�
������ �

* - * � � � *
* * - � � � *
��
�

* * * � � � -
��* ��- ��. � � � ����-

�
�����

�
�����

�-

�.

��
�

���-

��

�
������

�
�������

*
*
��
�

*
-

�
�����

�
�����
 �/�22�

��� ����������� �������
����	
 �
 ������	
 �/#22� �� ������ ��� �	
��	������ ��
	
����
$	�� �
� ��� 	����� ������	
 ��

� � 8 �* �- �. � � � ���- 9

�-

�.

�2

��
�

��

�
������

�
������ �/�23�

������� �	 ���� ���	 '���
��0 -� ������ 	��
6�
� ��� ����� �
� 	����� ������	
� $	�

!

"
��� � 3

�2 � 2�. � 4�� .

U s( ) Y s( )
b s b s bn–1 1 0

n–1 + . . . + +

s a s a s an n
+ + . . . + +n–1 1 0

–1

���� ��� �����	����� ��	�
��� ���������

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

���
����
����� ������	


��-

��.

��2

�
�

�
� �

* - *
* * -
�. �4 �2

�
�

�
� �-

�.

�2

�
�

�
��

*
*
-

�
�
�
�
 �/�2��

������ ������	


� � 8 3 * * 9
�-

�.

�2

�
�

�
� �/�24�

������� �	#
6�
� ��� ����� �
� 	����� ������	
� $	�

!

"
��� � ��. � ��� 3

�2 � 2�. � 4�� .

���
����
��� ����� ������	
 �� ��� ���� �� �/#2��# ��� 	����� ������	
 ��

� � 8 3 � � 9
�-

�.

�2

�
�

�
� �/�2��

��� �������� �
 �
� ����� ������ ��

�������� ��������

�	
����� ��� $�����	���� ��$$���
���� ������	


��

��
� ������ �
��� �/�2/�

"���� ���� �
� 
��� ��� ������ $�
���	
� 	$ ����# ��:� =������ ���
�$	���

�$���� ��*� � �$���� �"��� �/�27�

"���� ��*� �� ��� �
����� �	
����	
# 6�	� ������	
 �/#27�

$��� � ��*�

��� ��
� �

��� ��
"��� �/�3*�

�
!���� ���
�$	��

���� � �����*��
� �

*

��������
����� �/�3-�

"���� ��� �
������ ���� �
 ������	
 �/#3-� �� ��� �	
!	����	
 �
������ �
� � �� �
����
 ���� !�������# &	�� ����

��� � -� ��� �.�.

.�
� � � � � �%�%

%�
�/�3.�

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

�	
����� 
	" ��� ����� !���	� ��$$���
���� ������	


�� � ��� �� �/�32�

��:�
� =������ ���
�$	���

������ ��*� � ������ �	��� �/�33�

��
� ������ � ��*�� �	���

>����������
�
� �
 ��
� ���-

���� � ��
� ���-��*�� ��
� ���-�	��� �/�3��

�
!���� ���
�$	��

���� � �����*��
� �

*

��������	����� �/�34�

�$ ��� �
����� ���� �� �*� ���


���� � ������*���*��
� �

�*

�������������� �/�3��

��� �0�	
�
���� �����0 ��� �
 ������	
 �/#34� �� ������ ��� ���������
����	
 �����0 ����
�
� �������
�� ��� 
������ ����	
�� 	$ ��� �
����# ;�
��

���� � ��
� ���- �/�3/�

���� � ��-��
� ���- � ��� �/�37�

'����
���!��


���� � 
� ��� �.�.

.�
� � � � � �%�%

%�
�/��*�

;�
�� ������	
 �/#34� ��
 �� "�����


���� � ������*��
� �

*

���� ��������� �/��-�

�
 ������	
 �/#�-� ��� $���� ���� �������
�� ��� ����	
�� �	 � ��� 	$ �
����� �	
����	
��
"����� ��� �
������ ���� �������
�� ��� ����	
�� �	 � $	���
� $�
���	
#

����������	��� �
�����

?��
� � ����� !������� �������
����	
 	$ � �
����� ��� �������������� ������	
 �� ��!�

�


���
� ��� � * �/��.�

��	 �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

����� ��������� �������� 
��	 � ��� �
 ������� ����������

������� �	&
6	� ��� ����
������������� �
���� ��!�
 �
 10����� /#-� 6����� /#-� ��� �����
������	
� ��� ��	"
 �
 ������	
 �/#-2�

��-

��.

� 	
�

* -

��

�
��

�

�
�

�
� �-

�.

� 	
�

*

-

�

�
�

�
�
 �/��2�

@�!�
( � � - :�� � � 2&�A�� � � .&A�� 
��� � *# 1!�������

��� ��� �������������� ������	
� ��� �		��� �
 �
� �
��� ��� ���
����	
 �������� ���� �
� ����
��� ��� ���
���
� ����	
�� 	$ ��� ����� !�������� $�	� ��� ��� 	$ �
����� �	
����	
�

��*� � -�*�

���*� � *

���
����
��
�� �- � � �
� �. � ��� ���
 �-�*� � -�*� �.�*� � *#

�
�����
� !����� 	$ �
���� ���������� �
�	 ������	
 �/#�2� ��!��

��-

��.

� 	
� * -

�. �2

� 	
�-

�.

� 	
� *

-

� 	



��� ��
� �� � � *
* �

� 	
� * -

�. �2

� 	
� � �-

. ��� 2�

� 	
�/��3�

6�	� ������	
 �/#�.�� ��� �������������� ������	
 ��

���
� ��� � ���� 2�� ��.� � �. � 2�� . � * �/����

B		�� 	$ �������������� ������	


� � �-� �. �/��4�

�	����� ������	
 �/#��� "��� ��� ��
	��
��	� 	$ ��� ���
���� $	�� �
 ������	

�2#32�

�.

 � . �#� �
 � -�3-3 ���A�

.��
 � 2 �#� � � -�*4-
�/����

��� ��� �
!���� 	$ �

 �����0 � ���� ������	
 '.#-�� ��

��- � '�,	�
� �

����
�/��/�

6�	� ������	
 �/#3/�

���� � ��
� ���-

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ��




������������	
�����
����������������������������� � 	
	 � ������������ �������� ������

?��
� ��� ���
���� �����0 	������	
� ��!�
 �
 '���
��0 .� ������	
 �'.#-.�

%�
	�� 	$ ���� � ��� 2� .
�- �

� 	

�	�$���	�� 	$ ���� � ��� 2� �.
- �

� 	
��� '�,	�
� �����0 �� ��� ���
��	�� 	$ ��� �	�$���	� �����0

'�,	�
� 	$ ���� � ��� 2� -
�. �

� 	
�/��7�

;�
��� $�	� ������	
� �/#�/� �
� �/#3/�

���� �
��� 2�

��� -���� .�

-

��� -���� .�
�.

��� -���� .�

�

��� -���� .�

�
���

�
��� �/�4*�

?��
� ������� $�����	
 �0��
��	
�

���� �
.

�� -
� -

�� .


 �
-

�� -
� -

�� .


 �

�.
-

�� -
� -

�� .


 �
� -

�� -
� .

�� .


 �
�
���

�
��� �/�4-�

�
!���� ���
�$	�� ������	
 �/#4-�

���� � �.��� � ��.�� ���� � ��.��
�.���� � ��.�� ����� � .��.��

� 	
�/�4.�

&	�� ���� ��� �0�	
�
���� �
����� ��� ��� �		�� 	$ ��� �������������� ������	
 �/#�4�#

��� 6�	� ������	
 �/#�-�� ��� ���
���
� ����	
�� �� ��!�
 �


���� � ������*� �/�42�

;�
��

�-

�.

� 	
� �.��� � ��.�� ���� � ��.��

�.���� � ��.�� ����� � .��.��

� 	
-
*

� 	
�/�43�

�-��� � �.��� � ��.��

�.��� � �.���� � ��.��
�/�4��

��� ���� ����	
�� 	$ ��� ����� !�������� ��#�# �	����	
 �
� !��	���
� �	������ "��� ���
����� ���,���	�
 �� ��!�
 �
 6����� /#�#

������� �	'
6	� ��� ����
������������� �
���� ��!�
 �
 10����� /#4� �!������ ��� ���
���
�
����	
�� 	$ ��� ����� !�������� �	 � �
�� ���� �
��� ���
�

��� ��� �	
!	����	
 �
������
��� �
!���� =������ ���
�$	���

'�����  ��	 �
����� �	
����	
�#

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

���
����
��� 6�	� ������	
 �/#�-�

���� � ����
*
*

� 	
�
� �

*

�--��� �� �-.��� ��
�.-��� �� �..��� ��

� 	 *

-

�

�
�

�
������� �/�44�

@�!�
 ���� 
��� � - �
� -A� � -� ������	
 �/#44� ������� �	

���� �
� �

*

�-.��� ��
�..��� ��

� 	
��

�
�����
� !����� $�	� ������	
 �/#4.�

���� �
� �

*

������� � ��.�����

������� � .��.�����

� 	
�� �/�4��

�
�������
�

���� � ������� � -
. �

�.�����

������� � ��.�����


 ��
*

�/�4/�

�
�����
� �
�������	
 ������ �� � � �
� � � *�

�-

�.

� 	
�

-
. � ��� � -

. �
�.�

��� � ��.�


 �
�/�47�

��� '
 �����
���!� ����	� �� �	 �
!���� ���
�$	�� $�	� �
 ���	���
 �0������	
#
1�����	
 �/#3�� ��
 �� "�����


���� � ������*�������	��� �/��*�

x1( )t

x2( )t

(a) (b)

x2( )t

x t1( )1t

–1

1

���� ��� ��	�� �	��	��� ���� ��
���
� 	�� 
�	�� ��	������
 ��� ��	����  �!�

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	

 � ������������ �������� ������

;�
�� $�	� ������	
 �/#4-�

���� � ����
*
*

� 	
�

.

�� -
� -

�� .


 �
-

�� -
� -

�� .


 �

�.
-

�� -
� -

�� .


 � �-

�� -
� .

�� .


 �
�
����

�
���� *

-

� 	
-

�
�/��-�

������$
�
�

���� �
-

���� -�
� -

.

.

���� .�

� �
�-

���� -�
� .

���� .�

�
���

�
��� �/��.�

�
!���� ���
�$	��

���� � �-� ����� -
. �-� ��.��

��-� ����� �-� ��.��


 �
�/��2�

"���� ��!��

�-

�.

� 	
�

-
. � ��� � -

. �
�.�

��� � ��.�


 �
�/��3�

1�����	
 �/#�3� �� ��� ���� �� ������	
 �/#47�#
��� ���� ����	
�� 	$ ��� ����� !��������� �	������ "��� ��� ����� ���,���	�
� �� ��	"


�
 6����� /#4#

���  ����������	� �������� �
 �
� ����� ������
��

�������� ��������

��� ������������� �	����	
 	$ ��� ����� ������	
 ��
 �� �	
������� �	 �� ��� !���	�
����!���
� 	$ ��� ������ ��$$���
�� ������	
 ����	� ��!��	��� $�	� � (����
�$	��
����	��� �
 ������� �#

1.0

0.5

x t2( )

x t1( )

x t2( )

t

(a)

1.0 x t1( )

1

(b)

���� ��! ��	�� �	��	��� 
��� ��
���
� 	�� 
�	�� ��	������
 ��� ��	����  �"�

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

��� �	
��
�	������� �	����	
 	$ ��� ����� ������	
 �� ��!�
 �
 ������	
 �/#3��# �$
��� ���� �
���!�� ��� �*� �
 ���� ������	
 �� ) � ��� ������
� ���� 	$ � �������������
�
����� ���
 ��� ������������� �	����	
 	$ ��� ����� ������	
 ��
 �� "�����
 ��

� �%� -�)� 	 � ��)��%)��
� )

*

������

� �
��%)� �/����

1�����	
 �/#��� ��
 �� "�����
 �
 ��� ��
���� $	��

�8�%� -�) 9 � ��)���%) �� ��)���%)� �/��4�

&	��

��)� 
� � �
� ��)� 
� �

1�����	
 �/#�4� �� ������ ��� �����0 !���	� ��$$���
�� ������	
 �
� ��
 �� ���� $	� ���
�������!� ������������� ��������	
 	$ �����!������� �
�����#

��� ������������� ����� ���
����	
 �����0 ��)� ��
 �� �	������ �
 ����������
�
) � � �
 ������	
� �/#37� �
� �/#�*�� �#�#

��)� � ��)� � ��) �/����

	�

��)� � 
� �) � �.).

.�
� � � � � �%)%

%�
�/��/�

?�����
 ��$$����
� �������
 �� 	����
�� "��� � � % � �*#
��� ������������� �	
��	� �����0 ��)� $�	� ������	
� �/#��� �
� �/#�4� ��

��)� �
� )

*

������ �/��7�

	�

��)� �
��
%�*

�%)%

�%� -��

� �
�)

>�� ) "����
 ��� ����:���

��)� �
��
%�*

�%)%�-

�%� -��

� �
�

;�
��

��)� � 
) � �).

.�
� �.)2

2�
� � � � � �%)%�-

�%� -��

� �
� �/�/*�

������� �	� ���� ���	 '���
��0 -� �������	��

��� ��������� ��� ������������� ���
����	
 �
� �	
��	� �������� $	� ��� ����
�������
������ �
���� �
 10����� /#4 ���
� � ������
� ���� ) � *�- ���	
��#

��� ?��
� ��� �����0 !���	� ��$$���
�� ������	
 ����	�� �������
� ��� �
�� ����
����	
�� ������
�  ��	 �
����� �	
����	
�#

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

���
����
��� ��� �0��� !���� 	$ ��) � �� $	�
� �
 ����������
� ) � � �
 ������	
 �/#4.�

��)� � ��)� � .��*�- � ��*�.
� �

��*�- � ��*�.
� �

�. ��*�- � ��*�.
� � ���*�- � .��*�.

� �

 �

� *�77- *�*/4

�*�-�. *��22

� 	
�/�/-�

'
 ����	0����� !���� 	$ ��) � �� $	�
� $�	� ������	
 �/#�/�� ��:�
� ��� ������ �� $��
�� % � .#

�) � * *�-
�*�. �*�2

� 	

�.).

.�
� * -

�. �2

� 	
* -
�. �2

� 	
*�-.

-� .
� �*�*- �*�*-�

*�*2 *�*2�

� 	

���
� ��� $���� 2 ����� 	$ ������	
 �/#�/�

��)� � - *

* -

� 	
� * *�-

�*�. �*�2

� 	
� �*�*- �*�*-�

*�*2 *�*2�

� 	

� *�77 *�*/�

�*�-� *��2�

� 	
�/�/.�

��
�� �
 ������	
 �/#44�� 
��� �� �
��
� ��� �0��� !���� 	$ ��) � ��
 �� 	����
�� �

����������
� ) � � �
 ������	
 �/#47�

��)� �
-
.� ��*�- � -

. �
�*�.

��*�- � ��*�.


 �
�/�/2�

��)� � *�**3�2

*�*/4-

� 	
�/�/3�

'
 ����	0����� !���� 	$ ��) � �� $	�
� $�	� ������	
 �/#/*�� ��:�
� ��� ������ �� $��
�� % � .#

��)� � �
)��� �).

.�


 �
�� �.)2

2�


 �
�

� *

*�-

� 	
� *�**�

�*�*-�

� 	
� �*�***�

*�**--�

� 	

� *�**3�

*�*/4-�

� 	
�/�/��

��� ?��
� ��� !����� 	$ ��) � �
� ��) � ��!�
 �
 ������	
� �/#/-� �
� �/#/3�� �	������
"��� ��� �����0 !���	� ��$$���
�� ������	
 �/#�4�� ��� $���� $�" �������!� ����� 	$
��� �������� �	����	
 �	 � ���� �
��� �	 ��� �
���� �� ��!�
 �
 ������	
 �/#/4�

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	

 � ������������ �������� ������

%) � *

�-�*�-�
�.�*�-�

� 	
� *�77- *�*/4

�*�-�. *��22

� 	
*
*

� 	
� *�**3�2

*�*/4-

� 	
- � *�**3�2

*�*/4-

� 	

%) � *�-

�-�*�.�
�.�*�.�

� 	
� *�77- *�*/4

�*�-�. *��22

� 	
*�**3�2
*�*/4-

� 	
� *�**3�2

*�*/4-

� 	
- � *�*-4

*�*-3/

� 	

%) � *�.

�-�*�2�
�.�*�2�

� 	
� *�77- *�*/4

�*�-�. *��22

� 	
*�*-4
*�-3/

� 	
� *�**3�2

*�*/4-

� 	
- � *�*22

*�-7.

� 	
�/�/4�

%) � *�2

�-�*�3�
�.�*�3�

� 	
� *�77- *�*/4

�*�-�. *��22

� 	
*�*22
*�-7.

� 	
� *�**3�2

*�*/4-

� 	
- � *�*�3

*�..�

� 	

%) � *�3

�-�*���
�.�*���

� 	
� *�77- *�*/4

�*�-�. *��22

� 	
*�*�3
*�..�

� 	
� *�**3�2

*�*/4-

� 	
- � *�*�/

*�.32

� 	

������� �	*
' �
���� ��� � ���
�$�� $�
���	


!

"
��� � -

�. � .�� -

��� �
���� ��� �
 �
����� �	
����	
 ��*� � - �
� �� ���,��� �	 � �
�� ���� $�
���	


��� � �# <������
�

��� ��� ����� �
� 	����� ������	
�
��� ��� ���
����	
 �����0 ����
��� 10������	
� $	� ��� ���� ����	
�� 	$ ��� ����� !��������#

���
����

���
��-

��.

� 	
� * -

- �.

� 	
�-

�.

� 	
� *

-

� 	



� � 8 - * 9
�-

�.

� 	

��� ���� �
�� .

��� -���� -�

-

��� -���� -�

�-

��� -���� -�

�

��� -���� -�

�
���

�
���

���
�-

�.

� 	
� 2��� � .���� � .� �

.���� � -� ���

� 	

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

��� "������ �
 	���������#�� �����	�

����� "��������#����� ��� �#�����#�����

��� �	
����� 	$ �	
��	��������
 �
� 	����!������
 "��� �
��	����� �
 C����
 �-74*�
�
� ���
 �
 ���	���
� �	�� �
 ��� �	
��	� 	$ �����!������� �
�����#

' �
���� �� ���� �	 �� �	
��	������ �$ � �	
��	� !���	� ���� �0���� ���� "��� ���
�$��
��� �
���� $�	� �

 �
����� ����� ���*� �	 �	�� $�
�� ����� ���� �
 � $�
��� ���� �
���!��#

' �
���� �� ���� �	 �� 	����!���� �$ �� ���� �*� ��� �
���� ����� ���*� ��
 �� �0����

�������
�� $�	� 	����!���	
 	$ ��� 	����� ���� 	!�� � $�
��� ���� �
���!��#

�$ � �
���� �� ��������� �
 ������	
� �/#.� �
� �/#��

�� � ��� ��

� � �����
�/�/��

���
 � ��$$����
� �	
����	
 $	� �	������ ����� �	
��	��������
 �� ���� ��� �� � �����0

� � 8� ��� � � � � ����-�9 �/�//�

�	
���
� � ��
����
 �
����
��
� �	" 	� �	���
 !���	��� �#�# �� 	$ ��
: � ����� ��� ���
�����0 �� 
	
���
������ �#�# ��� �������
�
� �� 
	
� ��	# ��� '���
��0 .�# 1�����	

�/#//� �� ������ ��� �	
��	��������
 �����0#

��� �
���� ��������� �
 ������	
� �/#/�� �� �	�������
 	����!���� �$ ��� �� �
�����0

� �
�
�� ����� � � � � �

�
��
���-

��
�

�/�/7�

�� 	$ ��
: �� �#�# �� 
	
���
����� ��!�
� � 
	
� ��	 �������
�
�# 1�����	
 �/#/7� ��
������ ��� 	����!������
 �����0#

������� �	�+ ���� ���	 '���
��0 -� �������+	��
�� ��� $	��	"�
� �
���� �	�������
 �	
��	������ �
� 	����!����D

��-

��.

� 	
� �. *

2 ��

� 	
�-

�.

� 	
� -

*

� 	
�

� � 8 - �- 9
�-

�.

� 	

���
����

6�	� ������	
 �/#//� ��� �	
��	��������
 �����0 ��

� � 8� ���9

"����

�� � �. *
2 ��

� 	
-
*

� 	
� �.

2

� 	

��
��

� � 8� ���9 � * �.
- 2

� 	
�/�7*�

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

1�����	
 �/#7*� �� 
	
���
����� ��
�� �� ��� � 
	
� ��	 �������
�
�# '��	 ��� �"	 �	"
�
� �	���
 !���	�� ��
 �� ���
 �	 �� ��
����
 �
����
��
�� �	 �� �� 	$ ��
: . �
�
�����$	�� ��� �
���� �� �	
��	������#

6�	� ������	
 �/#/7� ��� 	����!������
 �����0 ��

� � �������
� �

"����

���� � �. 2
* ��

� 	
-
�-

� 	
� ��

�

� 	

��
��

� � �������
� � � - ��

�- �

� 	
�/�7-�

1�����	
 �/#7-� �� ��
����� ��
�� �� ��� �  ��	 �������
�
�# '��	 ��� �	���
 !���	��
��� ��
����
 ����
��
� ��
�� ��� ���	
� �	���
 �� �� ����� ��� $���� �	���
 �
�
�����$	�� ��� �
���� �� �
	����!����#

����� ����� �����#�� 
���#��$ ������

�	
����� � �
���� ��������� �
 ��� ����� �
� 	����� ������	
�

�� � ��� ��

� � ��
�/�7.�

������ � �	
��	� ��" 	$ ��� $	��

� � �
� ��� �/�72�

�
 ������	
 �/#72�� 
��� �� � !���	� 	$ ������� ����� !�������� �
� � �� ��$����� �	 �� ���
����� $������: ���
 �����0# 1�����	
� �/#7.� �
� �/#72� ��� �������
��� �
 �����
!������� ��	�: ������� $	�� �
 6����� /#�#

����������
� ������	
 �/#72� �
�	 ������	
 �/#7.� ��!��

�� � ��� ��
� ���

	�

�� � ��� ����� �
 �/�73�

�
 ������	
 �/#73� ��� �����0 �� � ��� �� ��� ��	�����		� �
���� �����0#
6	� ��� �
���� ��������� �
 ������	
 �/#7.�� �
� ���
� ������	
 �/#�.�� ���

�������������� ������	
 �� ��!�
 �


���
� ��� � * �/�7��

��� �		�� 	$ ������	
 �/#7�� ��� ��� 	��
��		� �	��� 	� ����
!�����# 6	� ��� ��	����
�		� �
���� ��������� �
 ������	
 �/#73�� ��� �������������� ������	
 ��

���
� �� ���� � * �/�74�

��� �		�� 	$ ������	
 �/#74� ��� ��� ��	�����		� �	��� 	� ����
!�����#

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

��������� ��	��
 �� ���� �������
�
��� �	�� �������
� �	
��	� ��	���� �� �	 �������
� � !���� 	$ � ���� "��� ��	����
� ������� ��� 	$ ��	�����		� �	���# 5��� � �������	�� 
��� � � �
� �����$	�� ������	

�/#72� ���	���

� � ���

���� ��� �	
��	� ���� "��� ���!� ��� �
���� $�	� � ��� 	$ �
����� �	
����	
� ��*� �	 � ���
	$  ��	 ������ �� ���� �-� �#�# ���-� � �#

����� ��� ��!���� ����	�� ���� ��
 �� ���� $	� �	�� �������
�#

��� ,�-��� �����-���� ���
�.( �$ ��� ������� �	����	
� 	$ ��� ��	�����		� �	���
�����
!������ ���

� � �-� � � �.� � � � � � � �� �/�7��

���
� $�	� ������	
 �/#74�

��
� �� ��� � ��� �-���� �.� � � � ��� ��� �/�7/�

� �� � ���-�
��- � � � � � �-�� �* �/�77�

�	�!�
� ������	
 �/#77� "��� ��!� ��� �����
�� 	$ ��� ����� $������: �����0#

��� ����-������� ��������� /�-����
�.( ��� !���� 	$� ��
 �� ���������� �������
 ���
�

� � 8�* � �* ��- � �. � � � � ����. � ���. ����- � ���-9�
�- �/�-**�

"���� � �� � ���
�$	�����	
 �����0 ���� ���
�$	��� ��� �
���� ����� ������	
 �
�	
��� �	
��	������ ��
	
���� $	�� ���� ������	
 �/#22��#

� � �� �/�-*-�

r +

–

u
B

x
+

+ ∫

A

K

C
yx

���� ��% #������ �
��� 
�	�� �	��	��� �����	���

��	 �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

"���� � �� ��� �	
��	��������
 �����0� ������	
 �/#//�

� �

�- �. � � � ���- -
�. �2 � � � - *

��
�

���- - � � � * *
- * � � � * *

�
������

�
������ �/�-*.�

&	�� ���� � � 
 "��
 ��� �
���� ����� ������	
 �� ������
 �
 ��� �	
��	������
��
	
���� $	��#

��� 0�%�-����1� /�-�
��( '� "��� %���	� .� '�:����

+� $	����� �-7�.� �� � ������
�!������	
 ����	�# �� �� 	
�
 ���������� �	 ���� �
����� �
� �����$	�� 
��� �
�
���� �
 ������	
 �/#/�� ��� ������ ���
������# =��

� � * * � � � * -� 	��-���� �/�-*2�

"���� � �� ��� �	
��	��������
 �����0 �
�

���� � �� � ���-�
��- � � � � � �-�� �*
 �/�-*3�

"���� � �� ��� �
���� �����0 �
� �� ��� ��� �	�$$����
�� 	$ ��� ������� ��	�����		�
�������������� ������	
#

������� �	�� ���� ���	 '���
��0 -� ��������	��
' �	
��	� �
���� ��� �
 	��
��		� ���
�$�� $�
���	


!

"
��� � -

���� 3�

5��
�- � ��
��. � ��-� �0����� ��� ����� ������	
 �
 ��� �	
��	������ ��
	
���� $	��#
1!������ ��� �	�$$����
�� 	$ ��� ����� $������: ���
 �����0 ���
�(

��� ��� ������ �	������	
 ����	�
��� ��� �	
��	������ ��
	
���� $	�� ����	�
��� '�:����

+� $	�����

���� ���� ��� ��	�����		� �	��� ��!� ��� !�����

� � �.� � � �.

���
����
6�	� ��� 	��
��		� ���
�$�� $�
���	


��� 3 �� � 
 �/�-*��

=��

�- � � �/�-*4�

���


��- � �.

��. � �3�. � 

�/�-*��

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ��




������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ������

1�����	
 �/#-*4� ��	!���� ��� 	����� ������	
 �
� �/#-*�� ��� ����� ������	


��-

��.

� 	
� * -

* �3

� 	
�-

�.

� 	
� *

-

� 	

 �/�-*/�

� � 8 - * 9
�-

�.

� 	
�/�-*7�

��� �������������� ������	
 $	� ��� 	��
��		� �
���� ��

��
� �� � � *

* �

� 	
� * -

* �3

� 	����
���� � �. � 3�� *

� �. � �-�� �* �/�--*�

����

�- � 3� �* � *

��� �������� ��	�����		� �������������� ������	
 ��

��� .���� .� � *

	�

�. � 3�� 3 � * �/�---�

�#�#

�. � �-�� �* � * �/�--.�

��
��

�- � 3� �* � 3

��� ,�-��� �����-���� ���
�.( 6�	� ������	
� �/#77� �
� �/#---�

��
� �� ��� � �. � 3�� 3 �/�--2�

� *

* �

� 	
� * -

* �3

� 	
� *

-

� 	
%-%.� 	

����
���� � �. � 3�� 3

� �-

* �� 3

� 	
� * *

%- %.

� 	����
���� � �. � 3�� 3

� �-

%- �� 3� %.

����
���� � �. � 3�� 3

�. � �3� %.��� %- � �. � 3�� 3 �/�--3�

6�	� ������	
 �/#--3�

%- � 3

�3� %.� � 3 ���� %. � *
�/�--��

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

��� ����-������� ��������� /�-� ���
�.( 6�	� ������	
 �/#-**�

� � 8�* � �* � �- � �-9�
�-

� 83� * � 3� 39��-

� 8 3 * 9��- �/�--4�


	"

� � ��

"����

� � 8� ���9

�� � * -
* �3

� 	
*
-

� 	
� -

�3

� 	

��!�
�

� � * -
- �3

� 	
�/�--��

&	�� ���� ��� �������
�
� 	$ � �� 
	
� ��	� ��
�� ��� �
���� �� �	
��	������#
6�	� ������	
 �/#-*.�

� � �- -
- *

� 	
� 3 -

- *

� 	

;�
��

� � �� � * -
- �3

� 	
3 -
- *

� 	
� - *

* -

� 	
� 
 �/�--/�

���� ��	!�
� ���� ������	
 �/#-*/� �� ������
 �
 ��� �	
��	������ ��
	
���� $	��#
��
�� ��- �� ���	 
� ���������� �/#--/� �
�	 �/#--4�

� � 8 3 * 9
 � 8 3 * 9 �/�--7�

��� 0�%�-����1� /�-�
��( 6�	� �/#-*2�

� � 8 * - 9��-���� �/�-.*�

6�	� �/#--��

��- � -

�-

�3 �-
�- *

� 	
� 3 -

- *

� 	
�/�-.-�

6�	� �/#-*3�

���� � �. � �-�� �*


����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ������

�
�����
� !�����

���� �
* -

* �3


 �.
� 3

* -

* �3


 �
� 3

- *

* -


 �

�
* �3

* -4


 �
�

* 3

* �-4


 �
�

3 *

* 3


 �

�
3 *

* 3


 �
�/�-..�

�
���� ������	
� �/#-.-� �
� �/#-..� �
�	 �/#-.*�

� � 8 * - 9
3 -

- *

� 	
3 *

* 3

� 	

� 8 * - 9
-4 3

3 *

� 	

� � 8 3 * 9 �/�-.2�

����� ������� ����� "��� ��� �		� �	��� ������� �
 6����� �#7� "���� � � 3 ��	�����
�"	 ���� �		�� 	$ � � �.� � � �. ��#�# �������� �����
��#

����� ����� �#�������

�
 �����	
 /#3#. "���� ����� $������: �����
 "�� ���������� �� "�� ������� ���� ��� ���
����� !�������� "��� �!������� $	� ��� �	
��	� ������	
 �/#72� $	� � �������	�

� � �
� ���

"��
 
 � �

� � ��� �/�-.3�

1�����	
� �/#-.3� �������� ���� ��� ����� !�������� ���� �� ��������# �
 �������� ����
��
 
	� �����
 $	� � 
����� 	$ ����	
� �
�����
� �	��� 	� ���� ��� ����� ��
 
	�
��
������
 �� ����������# ?
��� ����� �	
����	
� �� ���	��� 
�������
� �$ $��� �����
$������: �� ��������� �	 	����!�� 	� �������� ��� ����� !��������#

' $����	���� ����� 	����!�� ��������� ��� 	$ ��� �
���� ����� !��������# �$� �	"�!���
�	�� 	$ ��� ����� !�������� ��� ��������� �� ��
 	
�
 �� 
�������
 �	 �������� � $�"
	$ ����# ���� �� ��$����� �	 �� � ��������	���� ����� 	����!��# '�� 	����!��� ��� �	��
$	�� 	$ ������������ �	��� �	 ��	���� �
 �������� �� 	$ ��� ������ ����� !���	� �#
6����� /#/ ��	"� � ������ ����
����
� 	$ � $����	���� ����� 	����!��#

�
 6����� /#/� ��
�� ��� 	����!�� �

����� "��� 
�!�� �0����
 ����� ��� �
����
�

������ ���� 	��
��		� ����
����
� ���
� ���� � �
� �� "��� ��������
 ��!����# �$
�	"�!��� �
 	����� !���	� �� �� ��������� �
� ���������� $�	� ��� ������ 	�����
!���	� �� ��� ��$$���
�� ��
 �� ����� �
 � ��	�����		� ��
��� �	 �	��$
 ��� �

����� 	$
��� 	����!�� �	 ���� ��� 	����� ���	� ��� ��� �� ��
��� ��# ���� ����
����
�� �	���
����� ������ � =��
������ 	����!�� �-743�� �� ��	"
 �
 6����� /#7#

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

=�� ��� �
���� �
 6����� /#7 �� ��$�
�� �


�� � ��� �� �/�-.��

� � �� �/�-.4�

'����� ���� ��� �������� �� 	$ ��� ����� !���	� ��

��� � ���� ��� ����� ���� �/�-.��

"���� �� �� ��� 	����!�� ���
 �����0#
�$ ������	
 �/#-.�� �� ���������� $�	� �/#-.��� �
� ��� ��� �� ��� ���	� !���	� �� ���


�� � ��� ����� �/�-./�

�
�� $�	� ������	
 �/#-.��� ��� ������	
 $	� ��� $����	���� ����� 	����!�� ��

��� � ��� ������� ��� ��� �/�-.7�

���� $�	� ������	
 �/#-./� ��� �

���� ����!�	�� 	$ ��� ���	� !���	� ����
�� ��	

��� ����
!����� 	$ ��� ����# '� "��� �

 ���������
� �
����� ����� ����
!�����

u
B ∫

A

A

C

B

+

+

+

+

x x

1

y

System

Observer

∫
0

���� ��� $ 
����� ���������� 
�	�� ��
������

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

��	��� ���	" ��� 	����!�� ���
���
� ����	
�� �	 �� �	�� ����� ���
 ��� �
���� �����$
��
������
 � $���	� 	$ ��� �
���� � $������
� �$$��� �� ��������#

��� ��	���� 	$ 	����!�� �����
 �� ����
�����
 ��� ���� �� ��� �������	� �	��
�������
� ��	����� �
� ������� ����
����� ��
 �� ����#

��� ,�-��� �����-���� ���
�.( �$ ��� ������� �	����	
� 	$ ��� ��	�����		� �	���
�����
!������ 	$ ��� 	����!�� ���

� � �-� � � �.� � � � � � � ��

���


��
� �� ���� � ��� �-���� �.� � � � ��� ���

� �� � ���-�
��- � � � � � �-�� �* �/�-2*�

u + x x y

+

System

+        +

+

Observer

B ∫ C

A

B C

A

Ke

–

+

∫
1 0

0

y

���� ��& �%� &��������� ���������� 
�	�� ��
������

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ������

��� 2���-����� ��������� /�-� ���
�.( 6	� ��� ��
����� �� ���
�$�� $�
���	
 ��	"

�
 6����� /#3� ��� 	����!���� $	�� 	$ ��� ����� ������	
 ��
 �� "�����


��-

��.

��
�

���

�
����

�
���� �

* * � � � * ��*
- * � � � * ��-

��
� ��

�

* * � � � - ����-

�
����

�
����

�-

�.

��
�

��

�
����

�
�����

�*
�-

��
�

���-

�
����

�
����


� � 8 * * � � � * - 9

�-

�.

��
�

��

�
����

�
����

�/�-2-�

&	�� ���� ��� �
���� �����0 	$ ��� 	����!���� ��
	
���� $	�� �� ��� ���
��	�� 	$ ���
�	
��	������ ��
	
���� $	�� ��!�
 �
 ������	
 �/#22�#

��� !���� 	$ ��� 	����!�� ���
 �����0 �� ��
 �� ���������� �������
 ���
�

�� � �

�* � �*
�- � �-

��
�

���- � ���-

�
����

�
���� �/�-2.�

� �� � ���
�$	�����	
 �����0 ���� ���
�$	��� ��� �
���� ����� ������	
 �
�	 ���
	����!���� ��
	
���� $	��

� � ������- �/�-22�

"���� � �� ��$�
�� �
 ������	
 �/#-*.� �
� � �� ��� 	����!������
 �����0 ��!�
 �

������	
 �/#/7�# �$ ��� ������	
 �� �
 ��� 	����!���� ��
	
���� $	�� ���
 � � 
#

��� 0�%�-����1� /�-�
��( '� "��� �������	� �����
� ���� �� 	
�
 ���������� �	 �
�����
"���� ���� �
� ���� ��� ������ ���
������# �� ��
 �� ���� �	 ��������� ��� 	����!��
���
 �����0 �� $	��	"�

�� � ������-8 * * � � � * - 9)

	� �����
���!��


�� � ����

�
��
��
�

����-

�
���

�
���
�- *

*
��
�

-

�
���
�
��� �/�-23�

"���� ���� �� ��$�
�� �
 ������	
 �/#-*3�#

������� �	�� ���� ���	 '���
��0 -� ��������	��
' �
���� �� ��������� �


��-

��.

� 	
� * -

�. �2

� 	
�-

�.

� 	
� *

-

� 	



� � 8 - * 9
�-

�.

� 	

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

<����
 � $����	���� 	����!�� ���� ��� �
 �
������ 
������ $�����
�
 	$ -* ���A� �
�
� �����
� ����	 	$ *#�#

���
����
6�	� ������	
 �/#/7�� ��� 	����!������
 �����0 ��

� �
�
�� � ����

�
� - *

* -

� 	
�/�-2��

� �� 	$ ��
: . �
� �����$	�� 
	
���
������ ��
�� ��� �
���� �� �	�������
 	����!����
�
� ��� ���������	
 	$ �
 ����	������ 	����!�� ���
 �����0 �� ����� ����#
���
��		� ����
!�����(

��
� �� � �. � 2�� . � �. � �-�� �* �/�-24�

;�
��

�* � .� �- � 2

'
� ��� 	��
��		� ����
!����� ���

�. � 2�� . � *

��� -���� .� � *

� � �-� � � �. �/�-2��

<������ ��	�����		� ����
!�����(

�. � .��
�� �.

 � *

�. � -*�� -** � �. � �-�� �* � * �/�-2/�

;�
��

�* � -**� �- � -*

�
� ��� ������� ��	�����		� ����
!����� ��� ��� �		�� 	$ ������	
 �/#-2/�

�- � ��� ,/�44� �. � ��� ,/�44 �/�-27�

��� ,�-��� �����-���� ���
�.( 6�	� ������	
 �/#-2*�

��
� �� ���� � �. � �- � �*

� *

* �


 �
�

* -

�. �2


 �
�

%�-

%�.


 �
8 - * 9

�����
����� � �. � -*�� -**

� �-

. �� 2


 �
�

%�- *

%�. *


 ������
����� � �. � -*�� -**

�� %�- �-

.� %�. �� 2

�����
����� � �. � -*�� -**

�. � �2� %�-��� �2%�- � .� %�.� � �. � -*�� -** �/�-3*�

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

6�	� ������	
 �/#-3*�

�2� %�-� � -*� %�- � � �/�-3-�

�2%�- � .� %�.� � -**

%�. � -**� .� .- � �� �/�-3.�

��� 2���-����� ��������� /�-� ���
�.( 6�	� ������	
 �/#-2.�

�� � �
�* � �*

�- � �-


 �

� �
-**� .

-*� 2


 �

� �
7/

�


 �
�/�-32�

6�	� ������	
 �/#-22�

� � ������-

�
� $�	� ������	
 �/#-*.�

� � �- -
- *

� 	
� 2 -

- *

� 	
�/�-33�

��
�� $�	� ������	
 �/#-2��

� � - *
* -

� 	
� �� � - *

* -

� 	
�/�-3��

����

��� � 2 -
- *

� 	
- *
* -

� 	
� 2 -

- *

� 	
�/�-34�

�
�

� � -

�-

* �-
�- 2

� 	
� * -

- �2

� 	
�/�-3��

��
�� � 
� 
 ���
 � �� 
	� �
 ��� 	����!���� ��
	
���� $	��#
6�	� ������	
 �/#-32�

�� � * -
- �2

� 	
7/
�

� 	
� �

��

� 	
�/�-3/�

��� 0�%�-����1� ��-�
��( 6�	� �/#-23�

�� � ����
�
��

� 	�-
*
-

� 	

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

?��
� ��� ��$�
���	
 	$ ���� �
 ������	
 �/#-*3�

�� � ��. � �-�� �*
�
- *
* -

� 	�-
*
-

� 	
�/�-37�

�� �
�. �2

4 �

� 	
� * -*

�.* �2*

� 	
� -** *

* -**

� 	� 	
- *

* -

� 	
*

-

� 	

� 7/ �

-3 ��

� 	
- *

* -

� 	
*

-

� 	

� 7/ �

-3 ��

� 	
*

-

� 	
� �

��

� 	
�/�-�*�

����� '

��� �
 � 
��������� ����� �#������ �� � �����������
�����	

6����� /#-* ��	"� � ��	�����		� �
���� ���� �
������ � $����	���� ����� 	����!��# �

6����� /#-* ��� �
���� ������	
� ���

�� � ��� ��

� � �� �/�-�-�

��� �	
��	� �� �������
��� ���
� 	����!�� ����� !��������

� � ���� �/�-�.�

�$ ��� ��$$���
�� ���"��
 ��� ������ �
� 	����!�� ����� !�������� ��

���� � ����� �����

���


����� � ����� ���� �/�-�2�

�	���
�
� ������	
� �/#-�-�� �/#-�.� �
� �/#-�2� ��!�� ��� ��	�����		� ������	
�

�� � ��� ����� ��

� ��� ����� ��� �/�-�3�

��� 	����!�� ���	� ������	
 $�	� ������	
 �/#-./� ��

�� � ��� ����� �/�-���

�	���
�
� ������	
� �/#-�3� �
� �/#-��� ��!��

��
��

� 	
� �� �� ��

� �� ���

� 	
�
�

� 	
�/�-�4�

1�����	
 �/#-�4� ��������� ��� ��	�����		� �

����� 	$ ��� 	����!�� ����� $������:
�	
��	� �
���� �
� ��� �������������� ������	
 �� �����$	��

��
�� �����
� �� ���� � * �/�-���

��	 �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

1�����	
 �/#-��� ��	"� ���� ��� ������� ��	�����		� �	��� $	� ��� �	
��	� �
���� ���

	� ���
��� �
 ��� �
��	�����	
 	$ ��� ����� 	����!��# ��
�� ��� 	����!�� �� 
	�����

�����
�� �	 ��!� � �	�� ����� ����	
�� ���
 ��� �	
��	� �
���� "��� $��� 	����
	����!�� ����� $������:� ��� �	����������
� �		�� "��� �	��
���#

?��
� ��� ����� !���	�� ���� �
� ����� ��� ����� ������	
� $	� ��� ��	�����		� �
����
���

6�	� ������	
� �/#-�-� �
� �/#-�.�

�� � ��� ���� �/�-�/�

�
� $�	� ������	
 �/#-.7�

��� � ��� ������� ����� ����

� ��� ���� ������ ����
�/�-�7�

���� ��� ��	�����		� ����� ������	
� ���

��
���

� 	
� � ���

��� �� ���� ��

� 	
�
��

� 	
�/�-4*�

System

r=0 u y

+

–

+      +

Full-Order
Observer

C

A

Ke

x = Ax+Bu
y Cx=

K

B

+

–

+

1 0∫

0

y

���� ���( #��
������� ������� 


������% ���������� ��
����� 
�	�� �����	���

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ��




������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ������

����� )������������ ����� �#�������

' $����	���� ����� 	����!�� ��������� ��� ����� !��������� ����������!� 	$ "������ ���

��� ���
� ��������# �
 ��������� �� "	��� ������ �	����� �	 ��� � �	���
���	
 	$
�������� ������ $�	� � � �� �
� 	����!�� ������ �$	� ��	�� ����� !�������� ���� ���
������ 
	� ���
� ��������� 	� 
	� ���
� �������� "��� ��$$����
� �������
�#

�$ ��� ����� !���	� �� 	$ ��� 	���� �
� ��� �������� 	����� !���	� �� 	$ ��� 	�����
���
 �� �� 	
�
 
�������
 �	 �����
 �
 ������� 	���� ����� 	����!��#

�	
����� ��� ���� 	$ ��� ���������
� 	$ � ��
��� ����� !������� �-���# ��� 	�����
������	
 �� �����$	��

� � �- � �� � 8 - * � � � * 9� �/�-4-�

>������	
 ��� ����� !���	�

� � �-

��

� 	
�/�-4.�

"���� �� ��� ��� ����� !�������� �	 �� 	����!��#
>������	
 ��� ����� ������	
�

��-

���

� 	
� �-- �-�

��- ���

� 	
�-

�.

� 	
� �-

��

� 	

 �/�-42�

�$ ��� ������� ����
!����� $	� ��� ��������	���� 	����!�� ���

� � �-�� � � �.�� � � � � � � ����-��

���
 �� ��
 �� ��	"
 ���� ��� �������������� ������	
 $	� ��� ��������	���� 	����!�� ��

��
� ��� � ���-�� � ��� �-�� � � � ��� ����-���

� ���- � ����.���
��. � � � � � �-��� �	� �/�-43�

�
 ������	
 �/#-43� ��� �������� � �
� �-� �������� � �
 ��� $����	���� 	����!��#
��� ��������	���� 	����!�� ���
 �����0 �� ��
 ���	 �� 	����
�� ���
� ����	������

����������	
� �
�	 ������	
� ��
��	
�� �������# 6	� �0������ ������	
 �/#-2.�
���	���

�� � ��

�	� � �	�
�-� � �-�

��
�

����.�� � ����.��

�
����

�
���� �/�-4��

"���� �	�� � � � � ����.�� ��� ��� �	�$$����
�� 	$ ��� 	��
��		� ������� 	���� ����������
������ ������	


��
� ���� � ���- � ����.���
��. � �-��� �	� �/�-44�

�
�

�� � ����
�
� �

�- �/�-4��

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

"����

�� �

�- �. � � � ���. -
�. �2 � � � - *

��
�

���. - � � � * *
- * � � � * *

�
������

�
������ �/�-4/�

�
�

�� �
�
��

-� � �����
�
-� � � � � � ��������.��

-�

�
�/�-47�

�
� '�:����

+� $	����� ���	���

�� � ������

0-�

0-�0��

��
�

0-�0
��2
��

0-�0
��.
��

�
������

�
������

�-
*
*
��
�

*

-

�
������

�
������ �/�-�*�

"����

������ � ���-
�� � ���.�

��.
�� � � � � � �.��� � �-
 �/�-�-�

<�$�
�

����- � ��� ���

���


�� � ���- � ��
 �/�-�.�

��� ������	
 $	� ��� ��������	���� 	����!�� ��
 �� ��	"
 �	 ��

����- � �������-�����- � 
��-���-- � ���� � ���-�����
� ��� � ���-�
 �/�-�2�

6����� /#-- ��	"� ��� �������
����	
 	$ � ��������	���� ����� 	����!��#

��	� 	����

������� �	�� ���� ���	 '���
��0 -� ��������	��
��� �
 ���� ����
 10����� �#-* � �	
��	� �
���� ��� �
 	��
��		� ���
�$�� $�
���	


3���4��� � -

���� .���� ��

��� �	
��	���� "�� � >< �	���
���	� 	$ ��� $	��

3��� � �-��� ��

5��� �- � -� �
� � � -� ��� �
���� ��	�����		� �	��� "���

� � �2�-2.� ,2�.�2

� � �*��24

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ������

"��� ��� �������
� �������������� ������	


�2 � ��. � .��� -� � *

<��	
������ ���� ��� ���� ������ ��
 �� �����!�� ���
� ����� $������: ����	��#

��� <����
 � ������� ���	
��	���� ����� 	����!�� $	� ��� �
���� ���� ���� ��� �	���
��� � $���	� 	$ -* ������ ���
 ��� ��	�����		� �
���� �	���� �#�#

� � �2-�2.� ,2.��2

"���� �	�����	
� �	 �
 � 3��-4 ���A� �
� � � *��#

���
����

��� @���;��� � -

�2 � ��. � -*�� *

System

r=0 u =y x1

–

0e  1 +

+

O
---

+

+

0e1

+

+

∫

Aee e 1e– K A

x = Ax Bu+
y = Cx

O
----

I

K

1
----
Ke

Ke

x1
----
Key

+

B Ke – be 1

Ae1 e 11– K a
+1e1

0

Reduced-Order
Observer

���� ���� '��������	���� �� 	 ������������� 
�	�� ��
������

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

6�	� ������	
� �/#22� �
� �/#23�

��
��
��
��
��
��
��
��

� �
* - *
�������������������
* * -
* �-* ��

�
��

�
�� � �

*
�����
*
-

�
��

�
�� � � 8 - * * 9 �/�-�3�

���
��		� �������������� ������	


�2 � ��. � -*�� * � *

�2 � �.�
. � �-�� �* � *

�/�-���

��	�����		� �������������� ������	


�2 � ��. � .��� -� � *

�2 � �.�
. � �-�� �* � *

�/�-�4�

?��
� ������ �	������	
 ����	�

��
� �� ��� � �2 � ��. � .��� -�

� * *

* � *

* * �

�
���

�
����

* - *

* * -

* �-* ��

�
���

�
����

*

*

-

�
���
�
���8 %- %. %2 9

��������

��������
� �2 � ��. � .��� -�

� �- *

* � �-

* -* �� �

�
���

�
����

* * *

* * *

%- %. %2

�
���

�
���

��������

��������
� �2 � ��. � .��� -�

� �- *

* � �-

%- -*� %. �� �� %2

��������

��������
� �2 � ��. � .��� -�

�/�-���
10��
��
� ��� �������
�
� �
 ������	
 �/#-��� ��!��

%- � -�� %. � -�� %2 � *

;�
��


 � �8 -� -� * 9
�-

�.

�2

�
�

�
� �/�-�/�

��
�� �. � ��-� ���� �� ���
����� �	 ��� 	����
�� >< �	
��	����

3��� � -���� -�

'���	��� ��� �	����	
 �� ��� ����� ��� ���	���
� ��$$���
�� �� "��� ����� $������:� ���
��	�����		� �	��� ��� ������ �� �������
 ��� �������� �	����	
�# 5��� �		� �	���� �
������
 ��	�
� 	$ ����� �
� ���	� �
 �����
� 	��
��		�  ��	� "�� �������� �	 �����!�
��� ������� ��	�����		� �	����	
�#

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

��� ��.
��.��-.�- ����� ����-��-( >������	
�
� ��� �
���� ������	
 � �
 �/#-�3� �
�
�
�����
� �
 ������	
 �/#-43�

� *

* �


 �
�

* -

�-* ��


 �
�

%�-

%�.


 �
8 - * 9

�����
����� � �. � .��
�� �


.

� �-

-* �� �


 �
�

%�- *

%�. *


 ������
����� � �. � 42�.�� .*27�3

�� %�- �-

-*� %�. �� �

�����
����� � �. � �-��� �*�

�. � ��� %�-��� ��%�- � -*� %�.� � �. � 42�.�� .*27�3 �/�-�7�

1�����
� �	�$$����
�� �
 ������	
 �/#-�7�

��� %�-� � 42�. %�- � �4�. �/�-/*�

��� �4�.� -*� %�.� � .*27�3

%�. � -424 �/�-/-�

B�$����
� �	 6����� /#-- �
� �������	
�� �
����� �/#-�3� �
� �/#-42�

�� � ���- �
*

-

� 	
� �4�.

-424

� 	
* � *

-

� 	

��- � ���-- �
*

*

� 	
� �4�.

-424

� 	
* � *

*

� 	

��� � ���-� �
* -

�-* ��

� 	
� �4�.

-424

� 	
8 - * 9 � ��4�. -

�-434 ��

� 	 �/�-/.�

�
�����
� ������	
 �/#-/.� �
�	 6����� /#-- ��!�� ��� �	������ ����� $������: �
�
������� 	����!�� �
���� ��	"
 �
 6����� /#-.#

�	�����
� ��� �
���� ��	"
 �
 6����� /#-. "��� ��� 	����
�� >< �	
��	���� ��!�

�
 10����� �#-*� ��� ����� $������: �
���� ��
 �� �	
������� �	 �� � >< �	
��	����
"���� ��� ��	�	���	
�� ���� ���� �������� 	����� !�������� �
� ��� ����!���!� ����
���� 	����!�� ����� !��������#

��� ����
�� ���#��	�

������� �	� 
6	� ��� �#�# �	�	� ��	"
 �
 6����� 3#-3� ��� �	��
���� ��$$���
�� ���	�� ��� ��������
"�
��
� �� ��!�
 �
 ������	
 �3#.-�

������ ����� � ��
���
��

� �������

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ������

"����� $�	� ������	
 �3#.*�

����� � ��
�	

��

�
� ��� �	���� )���� ��!��	��� �
 ��� �	�	� �� ��!�
 �
 ������	
 �3#-/�

)���� � �������

�$ ��� �	�� �	
����� 	$ � �	�	� 	$ �	��
� 	$ �
����� 5 �
� � �����
� ��!��� 	$
�����
� �	�$$����
� �� ���
 ��� �	�� �

����� ���

)����� �
�	

��
� 5

�.	

��.

"���� 	 �� ��� �
����� ����������
� 	$ ��� �	�	�#

System

r= 0 +

–

u y x= 1

y = [1 0 0]x

0
1

0
0

Reduced-Order
Observer

56.2
1636

–56.2
–1646

1
–7

+

+

+

[15 15 0]

K x1

Key
1

56.2
1636

Ke

0   1   0

0   0   1

0 –10–7

x1

x2

x3

x1

x2

x3

0

0

1

+

+

1e10e1

∫

0

0e1

0

0
----

I

+

���� ���� #������� 
�	�� �����	�� 	�� ������� ��
����� 


��� ��� �	
� 
���
 ��	����  �((�

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

��� <������
� ��� ����� �
� 	����� ������	
� "��
 ��� ����� �
� �	
��	� !��������
���

�- � 	� �. � ��-� �2 � ��� 
 � ��

��� <������
� ��� ����� �
� 	����� ������	
� "��
 ��� ����� �
� �	
��	� !��������
���

�- � 	� �. � ��-� �2 � ��.� 
 � ��

���
����
���

��-

��.

��2

�
�

�
� �

* - *

* ��

5

��

5

* ���

��
���

��

�
�������

�
�������

�-

�.

�2

�
�

�
��

*
*

-

��

�
���

�
���


	 � 8 - * * 9�

���
��-

��.

��2

�
�

�
� �

* - *

* * -

* � ����� � ����

��5
� ��

��
� �

5


 �
�
����

�
����

�-

�.

�2

�
�

�
��

*
*

��

��5

�
���

�
���


	 � 8 - * * 9�

������� �	�#
6�
� ��� ����� �
� 	����� ������	
� $	� ��� �	����	
�� ���!	�����
��� ��	"
 �

6����� /#-2 "��
 ��� ����� �
� �	
��	� !������� ���

�- � ����� �. � ��-� 
 � -���

���
����

��-

��.


 �
�

* -

��

�
��

�

�
�

�
� �-

�.


 �
�

*

�

�

�
�

�
�


� � 8 - * 9�

( )R s + ( )C s
K

1
ms2 +Cs–

���� ���� )���� ��	��	� �� ��
�����	� 
�������%	��
��

��� �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ������

������� �	�&
6�
� ��� ����� �
� 	����� ������	
� $	� ��� ��	�����		� �	
��	� �
���� ��	"
 �

6����� /#-3 "��
 ��� ����� �
� �	
��	� !�������� ���

�- � ����� �. � ��-� �2 � ��.� 
 � -���

���
����

��-

��.

��2

�
�

�
� �

* - *
* * -

�43* �-7. -/

�
�

�
� �-

�.

�2

�
�

�
��

*
*
-

�
�
�
�


� � 8 43* -4* * 9�

������� �	�'
6����� /#-� ��	"� ��� ��	�: ������� �������
����	
 	$ � ��� ������ �	
��	� �
����
"���� "��� �� ��� ������� ������ $��� �� ��� ���������	� �	����	
 �
� 6��� �� ��� ������
�����#

��� 6�
� ��� ����� �
� 	����� ������	
� "��
 ��� ����� �
� �	
��	� !�������� ���

�- � ����� �. � ����� 
 � 
���

��� <������
� ��� �	
��
�	������� ����� ���
����	
 �����0 ����#
��� 6	� � ������
� ���� 	$ *#- ���	
��� �!������ $�	� ���� ��� ������������� �����

���
����	
 �����0 ��)�#

( )R s ( )C s
40

( + 2)s s–

+ 4( +4)s
( +16)s

���� ���� #��
������� ������� 


����

Accelerator Servo Vehicle Dynamics

( )U s ( )V s3
( + 3)s–

+
2
s

( )X s

���� ���� #	� ����
� ������� 


����

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

��� ?��
� ��� $���� ����� ����� 	$ ������	
 �/#/*�� �	����� ��� ������������� �	
��	�
���
����	
 �����0 ��)�# ?��
� ��� ��$$���
�� ������	
�

��%� -�) � ��)���%)�� ���%)�

�������
� !����� $	� ��� ����� !�������� "��
 ��:�� �� � ������"��� �	
���
�
$�
���	
 	$ ��� $	��

%) ����� * *#- *#. *#2 *#3
��%)� -* -� .* .� 2*

'�����  ��	 �
����� �	
����	
�#

���
����

���
��-

��.

� 	
� �. *

2 �2

� 	
.
*

� 	



� � 8 * - 9�

��� ���� � ��.� *
2����2� � ��.�� ��2�

� 	

��� ��)� � *�/-7 *
*�.23 *��3-

� 	

��� ��)� � *�-/-
*�*.�

� 	

%) ����� * *#- *#. *#2 *#3

�%)� -* -� .* .� 2*

�- * -#/- 3#-7� �#*�� -*#2*�
�. * *#.� *#7/3 .#.-- 2#7-�

������� �	��
��� ���� �	�� ������� ���	
 �
���� ��!�
 �
 ���������
 10����� �#-- ��� � $	�"����
���� ���
�$�� $�
���	


��


�
��� � �

��� -���. � *���� .�

��� 6	� ��� �	
����	
 � � -� $�
� ��� ����� �
� 	����� ������	
� "��

�- � ������ �. � ��-� ��2 � ��. �
� 
 � 
����#

��� ��������� ��� �	
��	��������
 �����0 � �
� ��� 	����!������
 �����0 � �
�
���	
������ ���� ��� �
���� �� $���
 �	
��	������ �
� $���
 	����!����#

��� <������
� ��� ����� $������: ���
 �����0 � ���� ��	����� � ��� 	$ ������� ��	����
�		� �	���

� � �2�.23� ,2�2

� � �2�.

��	 �������� ������� �����������



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ������

��� 6�
� ��� 	����!�� ���
 �����0 �� $	� � $����	���� ����� 	����!�� ���� ��	����� �
��� 	$ ������� ��	�����		� �	���

� � �-4�-�� ,-4��

� � �-4

��� �$ 	����� ����� � �- �� ��������� �����
 � ��������	���� ����� 	����!�� "���
������� ��	�����		� �	���

� � �-4�-�� ,-4��

���
����

���
��-

��.

��2

�
�

�
� �

* - *
* * -
�. �.�� �-��

�
�

�
� �-

�.

�2

�
�

�
��

*
*
-

�
�
�
�


�� � 8 - * * 9�

��� � �
* * -
* - �-��
- �-�� *�-7

�
�

�
�

������ � �-� ��
:��� � 2

�
���� $���
 �	
��	�������

� �
- * *
* - *
* * -

�
�

�
�

������ � -� ��
:��� � 2

�
���� $���
 	����!�����

��� � � 8 44�.7 27�23 ��74/ 9
��� �� � 8 /�.��. -*3��. 34�49
��� �� � 8 �2*�2 2*�4 9

����������� 	��
��� 
�� ������� �����	 ������ ��




������������	
�����
����������������������������� � 	
	 � ������������ �������� ����� 

�

������� ��	 
��
�� ����
��
������ 	�����

��� ������ �� ������� ����
��

�� ������	 
�����	 �
���� ����� �� �������� ��� ������ ���� � �
���� ��� ���
������� 
���� �� ������	 ������ ��� ������	 
�����	 ����	�� �� �� ���� � 
�����	 �
���
� 
����� ��� �
����

�� � ������� ����� �� �����

�� ��		�� �� ������	 ��� �
���
 ���� ���� ��������� ��� ���������
� 
��������� �� 
���
���
����

� �
� ��

�!

������� ����� ���� ���"�

#�� ����	�� �� ��� �� 
���������� ���
�����	 ������������� ��� ��� ��$���	
������
����

%���������	 
�	
�	��� &��
��� ���'"�� ��
 �� ���	�
�� �� ������ � ��� �� ������(
�����	 �)������� ���� 
������ �������
 
�������� ����������� ����� �� ��� *�	��+
,������� �)�������� #�� ������� ����
��	� �� -����
���� ���'"� 
�� �	�� ��
���	��� �� ���$��� ��� ���� �������
 
��������� �
 ����� � .���	������ ���
�����

�� �	�������$� ���
����� �� ��� �
����
 ����������� ������ �� /�		��� ���01�
���
� �� ����� �� ��� ����
��	� �� ������	��
 ��� ��� ��������� ������
�� #��
����
��	� �� ������	��
 
��	�� ��� .���	���+2�
��� ������	 �����������	 �)�������
����� ��	����� ����	�� �� �� ������	 
�����	 ��	�

� *�	��+,������� ��� -����
�(
���3� �)������� ��� ���	�
��	� �� �
����� ���� ���(	������ ����($��
��� ����� �)��(
����� ��� ���()�������
� ���� $��
��� ���������
� 
�������� #�� .���	���+2�
���
�)������ �� ����		
 ��	$�� ��� ��� ��������� ��� ���
��	 
��� �� ��� 	����� ����(
��$������ �	��� ���� )�������
 ���������
� 
�������� �
�		�� ��� ���������
� �������
���
� ����� ��� ���� �� ��� ������ 4�

��� ��1"5� �)������� #��� �����
�� �� ������	

�����	 	�� �� � 	����� ���
���� �� ��� ����� $�
��� 
��������� ���
� �� �	��
� ����	��
���$����� ��� �
���� �� 
�����		��	��

����� ����� �� ������� ����
�� �
������

��� ��� ����	
�� 
�
���� �������6 #��� �� ���� �� ����� ��� �
���� �� 
	��� �� ������	�
�� � ��$�� �������	 ����� ������ � ��$�� ������ �� ����� �� �����	� �� ��



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

��������
 ���
���� 	������ �
����� ������
 ��� ������� 
�����	 ��	�

 ��		 ��
��
�� ���������� ������ �� ��� ����� $�
��� �� ��� ����� �� 	�������

��� ��� �	
	�����	�� 
�
���� �������6 #��� �� ���� �� ���
� ��� �������	 ����� �� ���
�������� ������	� ���� ������� #��� ����		
 ����	�� �� � 7����+����3 
�����	 ��	�


������
 ��� 
�����	 �� ��� �� ���� ������		
� ����
���� �� ���� �� ���� ���
���
 �����
�� ��� 
��� �� � 
��  �����
� ���� �� ��� �)��$�	��� �� ��� ���$�� ������� ��� ����
�	�� ���� �� ��� �

�	������ ��� ��� ������  �����
� ��
��� �� ��� �������	 ������
���� �� ������ �� ���� �� ������	��

�
� ��� �	
	��� �
���� 
�
���� �������6 #��� �� ���� �� �������� ��� �
���� ���� ��
������	 ����� �� � ����	 ����� ���� ������� ����������� �� 
�����	 �����
� 8��� ��
����		��� 
�����	�

��� ��� ��������� 
�
���� �������6 9��� ��� �
���� ������		
 ����	�
�� ���� �)��	��(
����� ��		 ������ ��� �
���� �� ��� �)��	������ ����� �� ��
� � ������ �� �� ��
�������� � ��$�� ���������
� ������

��� ��� ���
�	
� 
�
���� �������6 #��� �� ���� �� 
���� ��� ����� �� � �
���� �� ���
�
�� 
	��� �� ������	� ���� ������� ����� ���� ������
 �� ��
� � ������ �� �� ��
�������� � ��$�� ���������
� ������ #��� �� ��� ������	������� �� ��� ����	����

�����	 ����	���

����� ��������� �� ��
��
����� ��	��

#�� ��
����� �� ��� �
�� �� ���������
� ����� �� �� ��	�
��� ������� ���� ���
������ �� ��� 
�����	 ����	��� :������� ��� ������ �� �� ������	�� ��� � ��
��� 
�
���

:��$�������		
� ��� ������	�� �� �������� ��� 
�����(�������� ���� �� �� ��������
��� ����� ����� ������� ���� ������� 
����� ����� ��� ��� �
���	 
����� ����� �� ���
������
� �� ���������
�� ������ ��$�� ��� 
�������� ;��
� ����� �� ����� ��� ���� ��
��� ����� ���� �� �� �����
� � ����	���� ����	���

8���� 
	����
�	 ������ ��
���)���� ��� ������	�� ��		 �� ����� �� ������ ��� $����	 ��
��� ������� 
����� ������ ��� ������� ��������� ������� 9��� �� ������	 
�����	
�������
� � ����� $��� �� ������ #�� �� �
��$� �� �� ��� ��� ��
�� ���
� �����

���	����� �� �� ��� �������� ������	� ����� #��� �� ���� ��)�����6

��� <��������� ��� ������
� ���(���
�� �� 
����(���
� ����� ������ 9�������� ��� ���
�
��		 ��
����� ������
� ���$�		�� ��� ���
� ���� ������

��� <��������� 
����� �� ������� ����� ������ �� �� ������	� �� 
����� �� ��$� ����
������� ����� ��� ���		 �� ���(���
��

�
� <��������� ������ �
��$��
� ���� �
���	 ������ ���	� ��� ������
� ���� �������
������ ���	�� ������ ��� ���
� ���������� ��� ����������� �� 
�����	 �����
�

��� <��������� ������� ����� 	��� ������ �� ��� $����	 
��� �� � ����	� �� 
����
����
� ���
� �� ������� ������ ����� �� �� ��
������ ���	� �� ����
� �� ��� ����	 $�	�
��

$�
���� ���
� ����	�� �� ��
������ ���� ��� ��������� ��
������ ������� �����
	����

=��� �)������ ���"� � ������	 ���������
� ����� 
��	� �� �������

� �
� ��

�!

�� ������ ������ ������ �������� ���>�

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

��������� 	
����
���
 �����
�
��� �� ��� ��
��� 
�
�� �����	�� ��� ��		����� ����� ��� 
�����	 $�����	�� ��� �������

�� � ������ �" � ������ �> � ������ � � �����

���� ��� ���������
� ����� 
��	� �� ���������

� �
� ��

�!

������� � �""�" � �>>�>� � �������� ���5�

��

� �
� ��

�!

���� ����� ���0�

�� ��� ����� ��� 
�����	 $�����	�� �� �)������� ���5� ��� ���0� ��� �)������ ���� ���
���������
� ����� ��
��� )�������
� #�� ��$������ �� � )�������
 ���������
�
����� �� ���� ��� � 	����� �
���� �� ��� � ���������
�	 ��	����� ���� 
��	�� � 	�����

�����	 	�� �� ��� ����

���� � ������ ���'�

� )�������
 ���������
� ����� ��� ���� �����	� �� ���������

� �
� ��

�!

����
"
� � �""�

"
" � �>>�

"
>

� �� ���
"

� �� �
�� ���1�

� �
� ��

�!

? �� �" �> @
��� ! !
! �"" !
! ! �>>

�
�

�
	 ��

�"

�>

�
�

�
	� ?�@?��@?�@

�
�

�
	��

��� �� ������	

� �
� ��

�!

��#��� �#����� ���A�

� ��� � ��� ��� ����� ��� 
�����	 ��������� �����
�� ��� ��� �	��
� �)���� ���
�
������
� 2 �� �	��
� � �
�	�� )������
�

��� ��� �����
  
�	
���� ���
����


#�� ,����� B�������
 4���	���� �,B4� ���$���� �� ������	 
�����	 	�� ��� � 	�����
�
���� ���� � )�������
 ���������
� ������

����� !�����
�
� ��
�

&����� � ���
�����	 �)������ �� ��� ����

� ��� �� � ���
�

� ��

�!

���� ���� �����

��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

����� �$�� ��� ���� �����$�	 �! �� ���

� ��� �!� � � ���!��

� ��� ��� � �

=��� �)������� ����� ��� ���"�� � .���	���+2�
��� �)������ ��
 �� ��������� ��

��

��
� ����

�
���� �� � ��

��


 �#

���� ��

� 

����!�

=�� � 	������ ���� ��$������ �	���� �)������ ����� ��
����

�� � ��� �� ������

��� �� �)������ ���"� �� � )�������
 ���������
� �����

� �
� ��

�!

��#��� �#����� ����"�

;����������� �)������� ������ ��� ����"� ���� ����!�

��

��
� ����

�
�#��� �#��� ��

��


 �#

���� ���

� 

����>�

�������
��� � ��	��������� �� ��� ����

� ��� �� � �#	� ����5�

����� 	 �� � �)����� �
������
 ������� ����

��

��
� �# �

��
	� ����0�

���

��

��
� "	�

��

��

� �#

� "�#	 ����'�

��������� �)������� ����0� ��� ����'� ���� ����>� ��$��

�# �	

��
� � ����

�
�#��� �#��� "�#	���� ���
� �

����1�

#� �������� �� ���� �)������ ����1�

�?�� C��@

��
� "�#�� "�#	� � ! ����A�

*)������ ����A� 
�� �� ��(�������� �� ��$� ��� ������	 
�����	 	��

���� � �����#	� ������

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	

 � ������������ �������� ����� 

��

���� � ��� ���"!�

�����

� � ����#	 ���"��

;����������� �)������ ������ ��
� ���� ����1� ��$��

�# �	� � ��#��� "	�� 	�����#	�� ���""�

���
�

"�#	�� � �#��#	� 	���

����

�	 � �	�� �#	��� 	�����#	 ���">�

*)������ ���">� ��	���� �� � 
	��� �� ���(	����� �����������	 �)������� ����� �� ���
������ 4�

��� �)�������� #�� 
�����
����� �� 	��� ��� ����� �
 ����������� �� ��$����
���� �������� ���� ��� �������
 
��������

�#����	��������� � � ���"5�

D�	��� ������������ ���� �� ����������� �� ��$���� ���� ���
����� ��� ��	������ ��
	��� 
��$���� �� 
������� $�	���� ;���	� �� �� ��������� �� ��� ����$�� ���� �!� ���
������ 4�

��� �)������� ����
� �� � ��� �� ����	������� �)�������

	�� �#	��� 	�����#	 � � ���"0�

*)������� ���">� ��� ���"0� ��� ��� 
��������� ��	����� �� ��� ������ 4�

���
�)�������

����� "���
��� ��
�

=��� �)������ �A�1'� ��� ���
���� ��	����� �� ��� ����� �)������ ��

�?��� ��� @ � ��� ����� � � ��� ����� � ���"'�

=�� ����	�
��
� �� ��� � �� ������� �� ���� ����

���� �� � ��� ����� � ��� ����� ���"1�

#�� ���
���� )�������
 ���������
� ����� ��

� �
����

��!

��#�������� � �#���������� ���"A�

#�� ���
���� ��	����� �� ��� ������ 4�

��� �)������ ��	$�� ��
����$�	
 ��� � ��� 	 ��
��$���� ����� 
�����
��� �� ��� �������	 ����� �����

��� � ��� ��� � ?��� �#�� �	�� � ����� �@���#�� �	�� � ����� � ���"��

��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	

 � ������������ �������� ����� 

���

-�� � ��� ��� � ?��� �#�� � ��� �������� � ��� ���@ � ?��� �

� ��� ���� � ��� ���@#	�� � ��?��� � � ��� ���� � ��� ���@

���>!�

�� � �� ��
������ ���� ! �� � � �� ��� �	������� ���
���� �� ��$���� ����� 9��� ���
�� �������(����� ��� ������	 
�����	 �� ���� � ��

������� � ��������� ���>��

#�� �������
 
�������� �� ���
����� �� ��� �������	 ���� �� � !�� �����

�#���	������� � � ���>"�

#�� ��$����(���� ��
����$� ���
��� 
�� 
�����
� ���� 	��� � � �� �	�������$�	
�
���� 	�� � �� � ���

������� ��� �;�� �	�� �������� �� ����������
#�� ����	���� ����� �� =����� ��� 
������� � �	��� ���� �� ���
����� �


���

��"

� �
� ! �

�� �"

� �
��

�"

� �
� !

�

� �
�

� � ?� !@�

��� ��� � ���������
� �����

� �
� �

!

�# " !
! �

� �
�� �"

� �
��

&��������

��� ��� 4�

��� ������ 	
��� ��� ����� ������
� ������ �
�
� ��� 
	����(	��� �����$�	���

y
r=0 u

x = Ax+Bu
–

K

C
+ x

#��� ��� ������� �	
������


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

�����	�


���

� �
! �

�� �"

� 

� �

!

�

� 


� �
" !

! �

� 

� � �
�	�� � �

=��� �)������ ���"0� ��� ����
�� 4�

��� �)������ ��

	�� �#	��� 	�����#	 � � ���>>�

	� � ��� ��"

�"� �""

� �
! �

�� �"

� �
� ���" ��� � "��"

��"" �"� � "�""

� �
���>5�

�#	 � ! ��

� �"

� �
��� ��"

�"� �""

� �
� ��"� ��""

��� � "�"� ��" � "�""

� �
���>0�

	�����#	 �
��� ��"

�"� �""

� 

!

�

� 

�? ! � @

��� ��"

�"� �""

� 


�
��"

�""

� 

? �"� �"" @

�
��"�"� ��"�""

�""�"� �"
""

� 

���>'�

:�������� �)������� ���>5�� ���>0� ��� ���>'� ��$��

���" ��� � "��"

��"" �"� � "�""

� 

�

��"� ��""

��� � "�"� ��" � "�""

� 


�
" !

! �

� 

�

��"�"� ��"�""

�""�"� �"
""

� 

� �

���>1�

;��
� 	 �� �
������
� �"� � ��"� *)������ ���>1� 
�� �� ��������� �� ���� ����	���(
���� �)�������

���" � ��" � " � �"
�" � ! ���>A�

��� � "��" � �"" � ��"�"" � ! ���>��

��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	
� � ������������ �������� ����� 

��"" � ��� � "��" � ��"�"" � ! ���5!�

��" � "�"" � ��" � "�"" � � � �"
"" � ! ���5��

E��� ���� �)������� ���>�� ��� ���5!� ��� ��� ����� =��� �)������ ���>A�

�"
�" � "��" � " � !

��	$���

��" � �"� � !�1>" ��� �"�1>"

8���� ������$� $�	��

��" � �"� � !�1>" ���5"�

=��� �)������ ���5��

"��" � 5�"" � � � �"
"" � !

�"
"" � 5�"" � "�5'5 � !

��	$���

�"" � !�05" ��� �5�05"

8���� ������$� $�	��

�"" � !�05" ���5>�

=��� �)������ ���>��

��� � �" � !�1>"��!�05" � �!�1>" � !�05"� � !

��� � "�5!> ���55�

=��� �)������� ���5"�� ���5>� ��� ���55� ��� 4�

��� ������ ��

	 � "�5!> !�1>"

!�1>" !�05"

� 

���50�

��� *)������ ���"�� ��$�� ��� ����� ������
� ������

� � ����#	 � �? ! � @
"�5!> !�1>"

!�1>" !�05"

� 

���5'�

.��
�

� � ? !�1>" !�05" @

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

�
� =��� �)������ �A��'�� ��� 
	����(	��� �����$�	��� ���

��
� �� ��� � !

� !

! �

� 

�

! �

�� �"

� 

�

!

�

� 

!�1>" !�05"	 


�����
����� � !

� ��

� �� "

� 

�

! !

!�1>" !�05"

� 
�����
����� � !

� ��

��1>" �� "�05"

�����
����� � !

�" � "�05"�� ��1>" � !

��� �" � ���"1� �  !�>5�

�� ������	� ��� � ��
���(����� �
����� ���� � �� � �������	 ������ ��� � �� � �
�	��
)������
� ��� �	������ �� ��� 4�

��� ������ 	 ���

��� � �"
"

�

� �
��"�"" � �""�"� � ��"�""

��" � �"� � �

�"
"

�"� �
�����������������������
�"

"� �
����

"
"

�

�� 


�"" � �

�"
"

�"" �
������������������������������������
�"

"" �
�"��" � �""�

�

�� 

���51�

��$ ��� �����
 %
�	
���� �
��&��� �
�����

#�� ���
���� �� ���$���
������ ����	�� �� ������� �� ��
���� ��������� ��� �� ����
���
�� ���	
��� � 
�����	 ���� �� ���$� � �	��� �� ���� ��� ����� $�
��� ���� ��		��� � �������
����� ��� �
���
 ���� �� ���� ������	 �������

��$�� !�����
�
� ��
�

#�� )�������
 ���������
� ����� �� �� ��������� ��

� �
� ��

�!

��� ��#���� �� � �#��
� �

�� ���5A�

�� 
�� �� ����� ���� ��� 
���������� ���
�����	 ������������ �� �)������ ���5A�

��	�� ����� ��� ������ 4�

��� �)������� ���">� ��� ���"0� �������� ��� ��� ,B4�

������� ���� ��� ���������	 ��� �� ��$����(���� ����� ���
���� �)�������

�� � ��� �����#	�#���� ���5��

��	 �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

����� � �� � ���
���� $�
���� ����� �������
 
�������� ��

����� � ! ���0!�

��� ��� ������	 
�����	 	�� �� ��$�� �


���� � �����#	�� ����#�

��


 � �����#�

���

� � ����#	

#���

���� � 
� �� ���0��

.��
�� �� ��� ������� ����� $�
��� ���� �� ����� �� ��$��
�� ���
���� ������ ��
 ��
����
�� �
 �		����� ��� �
���� �� ��		�� � 
������ $�
��� 
��� 
������� ��
��$��
� ����� ��� ��$����(���� �)������ ���5��� �� ������	 
�����		�� ��� � ���
����
�
���� �� ����� �� =����� ��"�

��$�� "���
��� ��
�

#�� ���
���� )�������
 ���������
� ������ ������� ��� � �� ���� ��

� �
����

��!

?����� � �����#������ � ����� � �#��������@� ���0"�

&��
���� ������������ ��$�� ��� ��
����$� 4�

��� �)������� ���"�� ��� ���>!�� #����
��� ��� �� ��$����(���� �������� ���� ��� ���
���� ��$����(���� ����� ���
���� �)������

��� � ��� ��� � ��� ���� � �� ���� ���� � �� ���0>�

Optimal Controller
Plant

r s v + uopt y
x=Ax+Bu

–
Reverse-Time Equations Command

vector

Tracking vector

C– –R B1 T

K

s= ( )A–BR B P s–Qr–1 T T
x

#��� ��� ������� �������
 ����	�


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ��




������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ����� 

��$��� ��� �������
 
��������

���� � !

��� � ��� ��� � ��� ��� ���
���� ���������� ��� 
�����	 �����
�� ��� ��� �������� �


��$������ ��� �����
�� �� ��� 
��������� �)������ ���5�� ���� ���
���� ���� �����
�)������� �A�1A� ��� �A�A!��

#�� 
������ $�
��� 
 �� ��$�� �



�� � �� � �����#��� � �� ���05�

9��� ��� �� �������(����� ��� ������	 
�����	 �� ���� ��� � ��

������� � � 
��� � � ���� ����� � ���00�

#�� $�	��� �� ���� � ��� 
�	
�	���� ����� ��� �	��� ����� ���������� �)������

���� ��� � ��� ����� � � ��� �������� � ���0'�

������� ��� �;�� �	�� �������� �� ����������
#�� ������	 ���
���� �
���� ����� �� =����� ��" 
������� � �	��� ���� �� ���
����� �


���

��"

� �
� ! �

�� ��

� �
��

�"

� �
� !

�

� �
�

� � � !

! �

� �
��

�"

� �

#�� ���
���� ���������
� ����� ��

� �
�"!!

��!

������ � � ����� ����"��� � � �"��� ��
�! !

! �

� �
����� � � ����� �

�"��� � � �"��� �

� �
� ���� �"

�
�

�

�� �� ��)����� ���� ��� �
���� ���
�� ��� ��		����� ������� ����� $�
���

����� �

�"��� �

� 

� ��! ��� �!�'"A5�� �

!�' 
�� �!�'"A5�� �

� 


�$�� � ������ �� !+"! ��
����� #�� ����	��� ���� � �� !�� ��
�����
�� ��$����(����� �������� ���� 	��� � � �� �� � "! ��
����� 
������ ��� �����

������
� ���� ������ ���� � ��� 4�

��� ������ 	��� � ����� �)������� ���"�� ���
���>!�� �	�� �� ��$���� ����� ��� ��� ������� ����� $�
��� ���� � �� ���$� ��� ���
����
�)������ ���0>� ���� ��� �������
 
�������� ���� � ! ��� ���
� 
������ ��� 
��(
���� $�
��� 
��� ��

�� �������(����� ��� ��� 
������ $�
��� 
��� � ��� ����� $�
��� ���� � �� 
�	
�	���
������� � �� �)������ ���00� ��� ���
�� ����� ��� �	��� ����� ���������� �)������ ���0'�

�	
�	��� ��� ����� ��� �
�������

��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

�����	�

#�� ��$����(���� 
�	
�	������ ��� ����� �� =����� ��>� 8���� �)������� ���"�� ���
���>!� ��� 
�����
��� ���� 	��� � !� �� 
�� �� ���� ���� ��� ��	����� ��� � ���� �	��
	� ����	� ���� ����� ����� " ��
���� �� ��$� �����
(����� $�	��� ��

���� � � ? "�!'0A ��5AA! @

	��� � � A�!0�A "�>�50

"�>�50 ��'>�!

� �
���01�

8���� �)������ ���5��� �������� ���� �)������� �A�1A� ��� �A�A!�� �� 
�	
�	��� ��� �
��� ��� � �� �)������ ���0>�� ��� � � !�� ��
����� ��� ���
���� ��$����(���� �����
���
���� �)������ ��

���� � ��� ���

�"�� � ��� ���

� 

�

!��A0� �!�"1!!

!�!AA� !�1''A

� 

���� � ��

�"�� � ��

� 


�
�!���0" !�!�5�

�!�!5'! �!�!AA�

� 

���� � ��

�"�� � ��

� 


���


�� � �� � ��? ! � @
���� � ��
�"�� � ��

� �
���0A�

#��� ��� 
������ $�
��� 
 ��� ���� 
��� � �
�	��� �� ��������� �� ��$����(���� ��
����� �� =����� ��>� #�� �������(���� �������� �� ����� �� =����� ��5�

v( )kT k kT1( ) k kT2( )

4

3

2

1

0

–1

–2

–3

–4
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

r1( )kT r2( )kT

Time  (s)

D
es

ire
d 

st
at

es
, C

om
m

an
d

V
ec

to
r 

an
d 

F
ee

db
ac

k 
G

ai
ns

#��� ��$ �	�	��	����	 ��������� ��� � �������
 ����	�


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

#�� ������	 
�����	 �� 
�	
�	���� ����� �)������ ���00� ��� ��� $�	��� �� ��� �����
$�����	�� ��� ����� ����� ��� �	��� ����� ���������� �)������ ���0'�

����� ���

�"��� ���

� 

�

!���0" !�!�0!

�!�!�0! !��!!"

� 

����� �

�"��� �

� 

�

!�!!5A

!�!�0!

� 

������� � ���0��

����� ��� � ��� ��� � ��� 
�	
�	���� ���� �)������� �A�1A� ��� �A�A!�� =��� =�����
��5 �� 
�� �� ���� ���� ����� �� ������	 ��������� ������� ��� ������	 
�����	 	�� �����
��� ���� �� � ����� 	��� 
����������� /�
���� �� ��� ��������� �� ��� � ������ ��
��� ���������
� ������ ����� � ���
�� ����� � ���� 
	���	
 ���� �"��� � ���
�� �"��� ��

��' ��� (����� �����


�� ��� ������ �� ����� �����$��� �� ��
���� A�5�>� �� ��� ������� ���� ��� �������(
����� � � �� ���� ����� ����� �� ���
��
�� ���� �� ��� ����		
 ��� 
��� ��� ���������
��� �����$�� ����� $�
��� �� ��
 �	�� �� 
����������� ���� ������

��'�� ��� ����� ���������� �
�����

;���� ���������� �� ��� ���
��� �� �����
���� � ���� �������� �� � $�����	� ���� �
������ �� ������������ ���� 
������ ������

#�� 
	����
�	 ����	�� �� ��������� � ���� �������� �� � �����	 �
 
�������� ���
����
 
��������� ������������ �� ��� ���� �����	 ��� ����� ��	$�� �
 9����� ���5���

x2( )kT

r2( )kT

r1( )kT

2

1.5

1

0.5

0

–0.5

–1

–1.5
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time  (s)

D
es

ire
d 

S
ta

te
s,

 A
ct

ua
l S

ta
te

s 
an

d 
O

pt
im

al
 C

on
tr

ol

uopt( )kT

x1( )kT

#��� ��' �����������	 �	�����	 �� � �������
 ����	�


��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

.�� ��	����� ��)����� ���� ���� ��� �����	 ��� ����� �� ����		�� �� ������ ���
���
���� ����� ��������
�	 �����������

#��� ���� ��� �������� �
 D�	��� ��� /�

 ���'�� ��� �������� � �����
���������� ���
��� ����� ���� �� ������	 ������� $�����
� ��	���� ������		

�������� �� �� � D�	��� ��	����

��'�� ��� (����� �����
 ������ ��
����� ���������� �
�����

#�� D�	��� ��	��� �� � 
���	�������
 ���� �� ��� 9����� ��	���� ,��  � �� �
����������� �� � ��������� � ��� 	�� ��� $�����
� !� �� ��$�� �


!� � *  � � � �� 
"
� �

���'!�

����� � � �� ��� ���� ��� *� � �� ��� ����
��� $�	���
,�� "� �� � ����������� ���� ������� �
���� �� ��� ���� ��������� ��� ���

$�����
� !� ��

!� � * �"� � �"��
"

� �
���'��

������ ���� � 
�� �� ��������� �
 ��� ���������
 ��	���������

� �  �# � "��� � #� ���'"�

����� # �� ��
 ��������� ��
��� ������� ! ��� �� #�� ����	�� �� �� ����$� � $�	�� ��
# ���
� ��$�� �� ������	 
���������� ��  � ��� "� ��� ���
� ��� ���� �������� ��
�������� $�����	� �� ���
� �� ��$�� ��� �
���	 �� ��������
�� � �����

,�� ! �� ��� $�����
� �� ��� �������� ����

! � * ��� ���"
� �

���'>�

#�� ������	 $�	�� �� # �� ��� ��� ���� 
��	�� ��� ������� $�����
�� ����

�!

�#
� ! ���'5�

;����������� �� �)������ ���'"� ���� ���'>� ��$��

! � #"! � �� � #�"!" ���'0�

.��
� # �� ��$�� �


�

�#
#"! � �� � #�"!"
� � � !

=��� ���
�

# � !"
! � !" ���''�

;����������� �� �)������ ���''� ���� ���'"� ���$����

�� �  � � ! 
! � !"

� �
� � � "�� ���'1�

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

��

�� �  � � #� � � "�� ���'A�

# �� ��� D�	��� ���� ��� ��� ����	 ����� $�����
� ����
��� ��

! � ! � #�! � !"� ���'��

�� ����

�� � �� ! � #�! � !"� ���1!�

*)������ ���1!� �� �		�������� �� =����� ��0�

��'�$ ��� (����� �����
 �
�����
����� ����� ���������� �
�����

:������� � �	��� ���� �� ��� �
� �� � F������� ��)���
� �� ���������
�� ���� � ����
���������
� ���������� ������ ���� �� <����������� ���� ��� 
������ � F�������
����� ��)���
� 
��� ��� �� ����� �� =����� ��'�

#�� ������	 ���� �� ��� D�	��� ��	��� ����		
 
������� � ���
���� ����	 �� ���
�
���� �������� ���� � ��� �� ��
����$� �)������� ���� 
���������	
 ������ ���
D�	��� ���� ������ � ��� ��� �
���� 
�$�����
� ������ 	�

#�� ����� �������� �� ��� �C�� �� �� �������� �
 
�	
�	����� ��� �����
��� �����
����� �C�� ����

����� �C��� � ��� �����C��� � ��� ����� � ���1��

��� ���� ����������� ��� ��������� ����� �� ���� ��� ��� �����

����� �C�� ��� � ����� �C��� � ���� ������� ��� � ��� ������ �C���� ���1"�

#�� ���� ��C�� ����� ���� �� ���� � ����� �� ����������� �$��	��	� �� ���� �� #��
���� ��� �C�� ����� ���� ���� �� ���� �� � ����� �� ����������� �$��	��	� �� ����
�� ;���	��	
 ��� �C�� �� ����� ���� �� ���� �� � ����� �� ����������� �$��	��	� ��
���� �� ��

#�� $�
��� �� ������������ �� ��$�� �


���� ��� � ��� ����� ��� � 
��� ��� ���1>�

x +x PA +

–

+
x –P PA B

Measurement
System A

Measurement
System B K

+x PB

–

0

#��� ��) ���	
������ �� ����	����	�	�� ����	�� �� ������ ������� 	������	


��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

�����

���� ��� �� ��� ����������� $�
���

��� � �� ��� ����������� ������


��� ��� �� � F������� ����� ��)���
�

#�� D�	��� ���� ������ � �� �������� ���� � ��� �� ��
����$� �)������� ����

�����
� ���� ���� ������	 
�$�����
� ������ 	��C��

	��� �C�� � ��� �	��C���#�� � � ���� ���#
� �� � ���15�

���� �� � 	��� �C���#�� ����� �	��� �C���#�� � � ���� ���10�

	��� �C�� �� � �
� ���� ����� ��	��� �C�� ���1'�

#�� ��
����$� ���
��� 
�������� �
 ������������ ��� 
�$�����
� ������ 	��� �C�� ��

������� �� �)������ ���1'� ��
� ���� ���15� �� 	��C�� ����	 ���� �� ����	�� �� �
�����
 $�	��� ��� �������� �� �
���� ��	�� ����	�
�� ��� ��� 
��������� ��	����� ���
����	�$�� ��� ��� ���$� ���
���� ��	������ �� �)������� ���15�+���1'�

���� � �� ��� ���������
� ���������� ������

� �� ��� ���������
� ����� 
�$�����
� ������

� �� ��� ����������� ����� 
�$�����
� ������

*)������� ���1��+���1'� ��� �		�������� �� =����� ��1 ���
� ����� ��� �	�
� �������
�� ��� D�	��� ��	����

#�� ��
����$� �)������� ���15�+���1'� ���� 
�	
�	��� ��� D�	��� ���� ������ ���

�$�����
� ������ ��� � D�	��� ��	��� ��� ����	�� �� �)������� ���"�� ��� ���>!� ����

Disturbance noise
W( )kT

Plant

Measurement noise

x( )kT +       + y( +1)k T +

+ +
A( )T

Forward
Step C( )T

Cd( )T

B( )T
u( )kT

x( +1)k T

v( +1)k T

z( +1)k T

#��� ��* ����� ���� ����������	 ����	����	�	�� ����	


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 


�	
�	��� ��� ������
� ������ ��� 4�

��� ������ ��� � 	����� )�������
 ����	����� #��
��������
� �� ���� ��� D�	��� ��	��� �� 
������� �� �������(����� ��� ,B4 �����

������� �� ��$����(�����

��) �����
  
�	
���� +�
����� ����
�� ������ 	�����

� 
�����	 �
���� ���� 
������� � ,B 4���	����C#��
���� 
�����		�� �������� ���� �
D�	��� ��	��� ����� ��������� �� ����� �� =����� ��A �� 
�		�� � ,����� B�������

F������� �,BF� 
�����	 �
�����

0( / )k k T z( +1)k T

0( +1/ +1)k k T

+
+

+ – y( +1/ )k k T

0( / )k k T
0( +1/ )k k T

+

+

u( )kT

Backward
Step K( +1)k

( )A T

( )B T

C( )T

#��� ��, ��	 ������ ����	�


r( )kT
uopt( )kT z( )kT

0( )kT

LQ Optimal
Controller Plant

Kalman Filter
State Estimator

#��� ��-  ��	�� !�������� "������� # !"$ ������� ����	�


��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

���
 �����

������� ��% �;�� �	�� �������� �� ������%���
:���� 
	�
 �� ���� �� ��� ������ 
�����
� ��� �����	���� ����������� ��� �� ������ ����
)����
 ��
��� �
 ���� �������� ������ � �������� ��������� ����
�� ��� ��������

������ �� ��� 
	�
 �� ����� >!G� ��� ���� ��� 
	�
 �� �������� ���� ���		 

	�����
�	
������ ����	��� #�� 
	�
 ����	�� ��� ���� ������ ������� ��� ���� ��
��� �$��
����� �� =����� ��� �� ����� $��
��� ������� " ��� �0 ������C����� 8��� ����� ���
�������� 
������ �� ��� 
	�
 ����	� �� 
�����		�� �� � ������� 	�$�	 �� ������� 5 ���
�"G� ���� � ��$������ �� �� ���� ���� ��G� #�� ���
��� ��� �� ������ �
 ������ ���
������� ��� ���� � ��� ������ ���� � 	���� )������
 �� ��	����� ��� �� ���� ���
���
����� ��� �	��(���� ���� ��� ��
���

�� �������� 
�����	 ����������� ���� � -�& 
�����		�� �� 
�����	 ��� �����������
�� ��� ���
��� ��� ��������� �
 ������
���	��� ��� ��� ��
 
	�
 �������� 
������
�������� �
 ����	�� ����� �
 ��� ����� 	��������
� �� ���� �� ��� �� ���
���
������
���� ��� ���
��� ��� ����������� �� ������ �� 	������� #�� ��
 
	�
 �������� 
������

�� �� �������� �
 �� �������� ���������� ���	
���� ��� �� ��� ���� ���� �� 
�����(
���� �� �� ��� ����
 ��� ����	���	��

#�� ��������� ���
��� ���������� ���

��� /����� ������� ����������� ����� ��:�
��� &�
�� ���	�� ����������� ����� ��:�
�
� &�
�� ���	�� 
	�
 �������� 
������ �� ��� �G�

#�� ��������� 
�����	 ���������� ���

��� /����� ��� ����	
 $�	$� ���	� &���� �����
���� &�
�� 
	�
 ����(���� ����� �������C�����

Process Air

Wet
Clay In Top Band

Middle Band

Lower Band Dry Clay
Out

Exhaust Air

#��� ��� %��� �����
 ��	�


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

� �������� 
�����	 �
���� �
 &��� ��� /���� ����"� ���� �� ,BF ������� ������

��� ����� ���
��� ���������� ��� 
�����		�� �� �� ������	 ������� ����� $�	���
������
�	��	
 ��� �������� 
�����	� ����� ����������

������ ��$��6 #�� �
����
 
����
�������
� �� ��� ��
�� ���� �������� ���������(
��		
� #��� 
��	��� ��� ��		����� �������� ���
�����

/����� ����	

'���� � ��

(�
��� � 5"!

� � 51�
���11�

&�
�� ����	

'"��� � ��

��
��� � !����

� � "!!�
���1A�

<������� ����	�

'>���� �)�

��
��� � �!��'1

� � 55!�
���1��

'>"��� �)�

*�
��� � !�0A"

� � 55!�
���A!�

*)������� ���1�� ��� ���A!� 
�� �� 
������� �� ��$�

)� ��� � �!��'1����� � !�0A"*����

� � 55!�
���A��

#�� �	�
� ������� �� ��� �
���� �� ����� �� =����� ���!�

:��������� �����(���
� ����	6 =��� �)������� ���11�+���A��

51 ��� � ����� � 5"!&����

"!! ��� � ����� � !���������

55! ��� ��� ��� � �!��'1����� � !�0A"�����

���A"�

F si( )
Clay Feed-rate
(Disturbance

input)
Burner Dryer

Moisture
Content

V s( )a

Valve Angle

Dryer Temperature

Burner Temperature

Kf

Kd G s( )3

T s( )d

T s( )b

M s( )f
T sb( ) – +T sd( )

Moisture

T sb( )
G s1( )

T sc( )
G s2( )

#��� ���. &��	� �� ���� ���	� ����	�


��	 �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

&����� ��� ����� $�����	��

�� � ��� �" � ��� �> � ��

��� ��� 
�����	 $�����	��

�� � &�

��� ��� ���������
� $�����	��

+� � !� +" � !� +> � ��

���� �)������� ���A"� 
�� ��� �� ������� ��

��� � �!�!"�"A�� � A��>'�1�� � 
���+�

��" � !�!!!'!�� � !�!!0!!�" � 
�""+"

��> � �!�!!!>A�" � !�!!""1�> � !�!!�>"+>

���A>�

����� 
��� ��� 
�"" ��� ������� ������ ��� ��
�� ���������
� 
�����
������ ��� ���
��$�� �� ��������
 $�	�� �� !��� #�� ����� �)������� ��� ������� �� ��� ����

�� � ��� ��� ���

���

��"

��>

�
���

�
��	 �

�!�!"�> ! !

!�!!!' �!�!!0 !

! �!�!!!>A �!�!!">

�
���

�
��	

��

�"

�>

�
���

�
��	�

A��>'"

!

!

�
���

�
��	��

�
!�� ! !

! !�� !

! ! !�!!�>"

�
���

�
��	

+�

+"

+>

�
���

�
��	

��� ��� ������ �)������ ��

��
��
��

�
�

�
	 �

� ! !
! � !
! ! �

�
�

�
	 ��

�"

�>

�
�

�
	 ���A5�

&��
���� �
���� ����	6 #�� ���
���� �
���� ����	 �������� ���������
��� �� ��$�� �


���� ��� � ��� ����� � � ��� ����� � ���A0�

=�� � ����	��� ���� �� " ��
����� ���� �)������� �A�1A� ��� �A�A!�

��� � �
!��0A> ! !
!�!!�" !���!! !

! �!�!!!A !���00

�
�

�
	H ��� � �

�1�5�15
!�!�!0

!

�
�

�
	 ���A'�

,B4 &�����6 8���� ��� )�������
 ���������
� �����

� �
� �

!

��#��� �#�����

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ��




������������	
�����
����������������������������� � 	�	 � ������������ �������� ����� 

����� � ��� � ��� �������	 �����
�� �� ��� ����

� �
��� ! !
! �"" !
! ! �>>

�
�

�
	H � � ��� !

! �""

� �
���A1�

=��� �)������� ���"!� ��� ���"��� ��� ������	 
�����	 	�� ��

���� � ���

�����

� � ����#	 ���AA�

#�� ������ ���
����� ���	�
�� ��� �� �������� � �� ����
 �
�	��� ��� �
�������
�		

$��
 ��� �������	 �	������ �� � �� �
���$� ��� ���������
� ���
���
������ #��� ��� ��
�������� � ��
 
	�
 �������� 
������ �� 'G� ��G� �� ��� 
	�
 ����(���� $����� ���� '
�� �! ������C����� �	�� ��� ��
��� �$�� ����������� �� ����	� ��� $��
 ���� ����
�> �: ���� ��� ��� ����� �� 0! �:� �� ��
� ������ �������� ��� 
	�
 ����(���� ���
$����� �

������ ��

+>��� � A � "����!�!!�05�� ���A��

;��� ����	�� ��� ��������� �� #��	� ����
�� ��� ����� ���� ��� ��� 	���	� ����
�� ��� ��� ��� �� ����� =��� #��	� ���� ���

�������� ���� ���� ��� ���������
� ���
���
����� ���

� �
! ! !
! !�0 !
! ! "!

�
�

�
	 � � � ����!�

=��� �)������ ���"0�� ��� 4�

��� ������ ��

	 �
! !�� �!�"

!�� �!�A �>!
�!�" �>! >'1!�5

�
�

�
	 ������

���
� ��$��� ���� �)������ ���AA�� ��� ������
� ���� ������

� � ? !�!!1" !�'55" ���A"'0 @ ����"�

#�� ���� ����	�� ��� �	�� �������� ���� ��� ���
���� �)������� ���"�� ��� ���>!��

����� ��� %��������� �� ��
�� ����������� ��� �������� 
������

�"" �>> (��	��	�
 	
 ����������� �� ��:� (��	��	�
 	
 ��	����� 
�
��
� �G�

)�� )	
 )�� )	


> � !��1 ! "�!� �"���
� > !��� ! ��15 �"��>
!�0 > ��0"5 ! ��0 �"��0
!�0 ' "�!0 �"�!0 ��"1 ���"1
!�0 �! "�5" �"�5" ��� ����
!�0 "! "�A' �"�A' !�A� �!�A�

��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

#�� 
	����(	��� �����$�	��� ���

� � �!�!55� �  !�!5""

� � �!�!!>>
����>�

���	����������6 #�� ������	 
�����	 	�� ��� ���	������� �
 �����

�� � ��

�����

� � ��� �� ����5�

#��� �� ����� �� =����� �����
� ���
���� ����	����� ��� ���������� ����� �)������� ���A0� ��� ���A'� ��������

���� � ���������
� ���������� ������ ���� �� ���
� ��� 
�	
�	���� ����� �� �� �)��(
���� ���A5� ��� �)������ �A�A!� ��� ��� �� ���� � ����	��� ���� �� " ��
�����

���� � �
!���0A ! !
!�!!!� !���� !

! �!�!!!� !�!!"'

�
�

�
	 ����0�

#�� ������� ����� $�
��� ���

� �
50!
0!
�'

�
�

�
	 ����'�

E��� ���� ��� �������� 
������ �> �� ������$� ��
���� �� ��� �������� ����	 ��
�)������ ���1��� #�� ������	 
��������� ����

��!� �
"!!
>!
�>!

�
�

�
	 ����1�

w
Optimal Controller

r e+ u1 x
K x= + +Ax Bu C wd

Dryer
C

–

y

#��� ���� ������� ������� �� ���� ���	�


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

��� ��� ���������
� $�
���

� �
!
!
+>

�
�

�
	 ����A�

����� +>� ��� 
	�
 ����(���� ��� ��� �� � $�	�� ������� ' ��� �! ������C����� =�����
���" ����� ��� ���� �������� �� ������ ��� ���($�	$� ���	� �� �������� #�� $�	$� ���	�
��� ��� �		���� �� ��$� � ������$� $�	��� �� �������� 
	���� ��� ��� ����� A! ��
����
�� ��� ����	������ ���� ��� ��
�� ��� 
��	���� #�� �����
(����� ���	� ��� !��0
�������� �� 05��

=����� ���> ����
���� ��� ������ ����������� ���� �������� ������ #�� �����������
��		� ���� ��� ������	 $�	��� ���
� ��� ��� $�	$� �� 
	����� ��� ���� 
	���� ���� �
�������� ����
���� �
 ��� �����$�	��� �� �)������ ����>� �� � �����
(����� $�	�� ��
5!! �:� �� � �����
(����� ����� �� 0! �:�

=����� ���5 ����� ��� 
������� �������� �� ��� ��
�� ����������� ����� ��� ���
�������� 
������ �� ���� ��� 	����� ����� ����� �� � ������$� ������� #�� ��
��
����������� 
	���� �� 5A �: ������
(����� ����� �� " �:� ��� ��� �������� ��		� ��
'G� ���� �� �����
(����� ������ �� ���� ����	����� ��� 
	�
 ����(���� +>��� ���

������� �� A ������C�����

�� ��� ���� ��
�� �� � �
�� ���� �
����� ��� ����� ��� �� ����������� �� ���

�����		��� �����
(����� ������ ���� �� ����
���� .���$��� ��� ��	�
���� �� ���
�	������ �� ��� � ������� �)������ ����!�� ��
���� ��� 
�����	 ������ �� 
�����	(

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Time  (s)

V
al

ve
 A

ng
le

  (
ra

d)

#��� ���� ���	 �	�����	 �� 
�������	 ��
�	 �
���


��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

	��� ��� �������� 
������� �� ��� ������� ��� �� �����
�	��� ��� ������ �����������
������

=����� ���0 ����� ��� ����	 0!! ��
���� �� ��� �������� 
������ ����	����� �� ���

	�
 ����(���� �� $����� ������� ' ��� �! ������C����� ����� � !!! ��
����� �� ��� 
	�

	��$�� ��� ��
��� ��� �������� 
������ �� ������� 0�"G ��� '�AG� ���
� �� ������ ���
���
���
����� �� ��G �� ��� ��� ����� �� 'G�

#����
 �	���� $��	�
6 �� ��� ����� ������ �� ��� 
�$�����
� ������ 	 ��� ������� ��
	��C�� � 	�H 	��� �C�� � 	" ��� 	��� �C�� �� � 	>� ���� ��
����$� �)�������
���15�� ���10� ��� ���1'� ��
���

	" � �	��
# � ����#

�

� � 	"�
#��	"�

# � ����

	> � �
� ���	"

������

*)������ ��� ������ �� ����	�� �� $����	���� ��� �������� ��� �
���� �����
�� ��� ���
���������� �����
�� ��� �� ��� � ��� ���� �� /����� ��
������ 
�� ������ $�	��� ��� ��
��� ����������� ����� 
�$�����
� ������� ��� �� ��� ���������
� ����� 
�$�����
�
������ ���� �� ��	�
����

)��������
� 
�	�� 
�&��	�

� ����	� �6 #�� ���� ����	�� ���� ��� ���������������
�
���� ��� ��� ���������� �� ��� �������� ���������� �������� 
������ ���	
����
� ������ �� ������������ ���� ����� ���� ��� ���	
��� ��� 
������� ���� ����	��
����� ����	�������	
 �
 ���� 	��������
 ������ #�� ������ 
��	� �� ������������ ��
� �����	 ������������ ���� � �������� ��$������ �� "�1>G� �� � $�����
� �� 1�5'�

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Time  (s)

B
ur

ne
rT

em
pe

ra
tu

re
  (

°C
)

#��� ���$ ���	 �	�����	 �� ����	� �	��	�����	 �
���


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

0

10

20

30

40

50

60

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Time  (s)

Dryer
Temperature

Moisture
Content

D
ry

er
Te

m
pe

ra
tu

re
  (

°C
) 

an
d 

M
oi

st
ur

e 
C

on
te

nt
  (

%
)

#��� ���' '�����	� �	�����	 �� ���	� �	��	�����	 ����� ����������	 ����	�������


0

2

4

6

8

10

12

500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 1000
Time  (s)

Feed-rate=6 tonnes/hr

Feed-rate=10 tonnes/hr

Feed-rate=8 tonnes/hr

M
oi

st
ur

e 
C

on
te

nt
  (

%
)

Upper limit

lower limit

#��� ���) (��	�� �� ������
 ���� �		�����	


��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � 	�
 � ������������ �������� ����� 

#�� ������
���	�� ��������� ��� ������ ��� ��
�� ������������ ���� ��	���$�	

�����(����� ���� �������� ��$������� �� ��� ����� �� !�� �:� #�� $�����
� ��� ���������
��� �� !�!�� ��$���

� �
!�!� ! !

! !�!� !
! ! 1�5'

�
�

�
	 ����!!�

,	������

� 
�	�� 
�&��	�

� ����	� �6 #��� ��� ��� �� � �������	 ������� ����� ���

��� �"" ��������� 
������ �� ��� ������ ��� ��
�� ������������ �� � ����	� ��

������� ���� �������� ������� ��� ��		� �� ��� ��
��� ��� �� ���� ��� $���������
�� �������	 ������������

I� ��� ����� ����� �>> �� � ������� �� 
	�
 ����(���� $���������� ��� � ��������
��$������ �� !�> ������C���� ������ ������������ �� ��� �����
� �� ��
 ����� �����(
������� �������� ��$������� �� ��� ������ ��� ��
�� ������������ ��� �	�� ������� ��
�� �� ��� ����� �� !�> �:� #���� ���� ����� $�	��� ��� �)������ ��� � ������ ��
����

� �
!�� ! !
! !�� !
! ! !��

�
�

�
	 ����!��

/����� �)������� ������ 
�� �� ���� ��� ������	 $�	�� �� 	��C�� �� ��)������ ����		
�
���
 ����	� ��� �� 
	��� �� ��� ����	 $�	��� �� ���� 
��$�����
� 
�� �� ���� �� ��$�
����� �	�
�� �� ���� ������
�� 	��C�� ��� ��� �� �� �������
 ������� =����� ���' �����
��� �������	 �	������ �� ��� D�	��� ���� ������ ������ ��� ����� "! ����� �� ���
��
����$� �)������ �������

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Step Number

k22

K
al

m
an

 G
ai

ns

k11 k33

#��� ���* '���	�
	��	 �� ���
���� 	�	�	��� �� ������ 
��������)


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



����
�����

���
	


��
���


�
��
�
�
���
�������������

�
�
�
�����

�
	��

�
������������

��������
�����

 

0

5

10

15

20

25

30

35

40

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Time  (s)

M
ea

su
re

d 
an

d 
F

ilt
er

ed
 M

oi
st

ur
e 

C
on

te
nt

  (
%

)

#��� ���, &	����	� ��� ����	�	� ���� �������	 ����	��




������������	
�����
����������������������������� � 	�� � ������������ �������� ����� 

#�� ����	 $�	��� �� ��� D�	��� F��� ������ � ��� 
�$�����
� ������ 	 ����

� �
!�55!A !�!!!> !
!�!!!> !�501� !

! �!�!!!' !�!>"0

�
�

�
	H 	 �

!�!!55 ! !
! !�!!5' !
! ! !�"5"'

�
�

�
	 ����!"�

#�� ��		 ,BF �
����� 
��������� �� ��� ,B ������	 
�����		�� ��� D�	��� ��	��� ���
���� 
������
���� =����� ���1 ����� � ��� �� �������� 
������ ������������ ->��� �
�������� ���� ��� ��������� �������� 
������ ��>��� ��

��* ���
�� ����
��

��*�� /��
�	
�����

#�� ������ 
�����	 ����	�� �� �� ���� � 
�����	 	�� ���
� ��������� �
���� ��������
��� ����� �����	� ������ ����
����� ��	����
�� ������� ��� ����
�� �� ��
�������
 �� ���
�
����� =���� �� ��
�������
 ��
	���

� &��������
� ����
�� �� ��� �	���

� <���������� �����

� <���		��� ������ ��� �� ���	����������

� <���		��� ������ ��� �� ����($��
��� ����������

�� ���$���� 
�������� 	����� ����	� ��$� ���� ���� �� ���
���� �	��� �
����
��
.���$��� �� ��
���� "�1�� �� ��� ������������ ���� ���	����� ���
����� 
��	� ��
	��������� ��� ���		 ������������� ����� �� ��������� ������ �� �� ��������� ������	� ��
���
���� � ���	����� �
���� �
 � ������ �� 	����� ����	� ��
� 
������
��� �����
� ����� ��������� ������ �� ��� ��������� ����� 
�� �� 	����� �� � ������������ ����
� ����	� ������ �
���� ��
 �� 
������
��� ����� �� ,BF ������
�� #�� ������
�
��� D�	��� ���� �����
�� ��� 
�	
�	���� �� ��$��
� ��� ��
� ��������� ����� ���
���� ���� �� �������	����� ���� �� ���$��� � 7F��� ;
����	��� :�����		���3

#�� ���������
� ��� ����������� ����� �� ����� ���� �

���� �
 ��� D�	���
��	���� �� ��� ��		����� �����	�� ���������� �
 ��� ������ ���A5�� � ���(	�����
����	����� �� � ���� �� 	����� �'� � ��� ����	�
����� �1 !!! ������ ��� ��$��
� ������ �� ���� 
������ �� �������� ������(���	� �� ������� ������ �� "�01" �C�
�0 ������� 0��50 �C� ��! ������ ��� 1�1�1 �C� ��0 ������� �� ��
� ������� ����� � 	�����
����	 ��� 
������
��� ��� ��� � ��� � �����
�� �� �� ,BF ���	���������� ��	�
���
�� ������ ��� 
	����(	��� �����$�	��� ��
� �� ���� ������� $�	�� ��
�������3�
�����	� 
��	� ��� �� ���� ���
� ���� ��� ���� ���� $�
���� ��� �
�	�� )�����������

� ������ �� ��� ����� ����� $�����	�� ��

����� � 
����(���
� �������� �����

�"��� � 
����(���
� $�	�
��
 �����

�>��� � ������� �����

�5��� � �������(���� �����

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

#�� ������
� 
�����	 �� �� ��� ����

���� � ��

����� ��� $�	��� �� � ��� ��� ����� ������� ������ ���

�"�01" � ?!�!�"� ��!>0 1�0�' �'!�"'@

�0��50 � ?!�!!"� !�>"�" ��A� "0��'>@

�1�1�1 � ?!�!!�> !��0>" !�A5�� A�!51@

����!>�

�� ��� ������� $�	�
��
 �� ��� ���� �� ��� ����� $�����	� ��� � ���� �������� �� ���
� ��
��$�� �
 ��� D�	��� ��	���� ��� ���� �
����	��� 
�����		�� 
�� �� ��������� ��

�� � !�!A��"�!
�

�" � '�!����A
�

�> � 0!�!��"�!
�

�5 � "!�!�!��"�1"
�

����!5�

*)������ ��� ����!5� ������������ �� �� ��$���� �)���� 	��� ��� ��
������ ���

�����		�� ����� �� 	�� ������� ����� ��� 
�����	 �����
�� ��� �� ����� ���� ���������$��

�� ������	� ����$��� ������ 
�����	 �
���� ������ ���� �� ����	����� �� ������	
����	 �� ��� �	��� '����� 8�
�������
 �� ��� ������	 ����	 �� ����� ���� �

���� �


���������� � ����	
 �� ����	� ���� ��
	��� �		 ������	� $���������� #�� 
�����	
�
���� �� ���� �� ��$� ������ ����	�	�� �� � 
�����		�� 
�� �� ����� ���� ��		 �����	���
�		 �	���� ������ ��� ����	
� .���$��� �� ��� ���� ������ �����	��
 �� ��� ������� ���
�
����� ��
 �� 
������ �	���� ������ ��� ����	
 ���� ��� �� ��� $���� �� �������	��
�
� 
�����		�� �� ���� �� ��$� ������ ��������

� �� �		 ��� �	���� ������ ��� ����	
 ����
� ��$�� ���������
� ���
���
������

��*�� !�������� ���	���& ����
��

=����� ���A ����� � 
	����
�	 ������
� 
�����	 �
���� ,��� �� � ���������
� ������
���� �� ����������� ������ ��� ���������

.��� � '���/��� �,���

"��� � .��� �����

/��� � 0����1��� � "����

����!0�

+

Plant D s( )
R s( ) ( )U s Y s( )

( )N s

( )B s

C s( ) G s( )
–

Controller/Compensator

E s( )+

+

+

+

#��� ���- '�������� �		����� ������� ����	�


�		 �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

*	��������� /��� ��� "��� ���� �)������� ����!0� ��$��

.��� � '���0���1���

� � '���0���
� ,���

� � '���0���
� '���0�������

� � '���0���
����!'�

&����� � �������$��
 ���
���� ���� ���� ��	���� .��� ��� ,��� ���� 1��� � ���� � !

.

,
��� � ���� � �

� � '���0���
����!1�

��� ������ � 
���	�������
 �������$��
 ���
����

���� � � � ���� � '���0���

� � '���0���
����!A�

#���� ���� ���� � !� �)������ ����!'� ��
 �� �������

.��� � ����1��� � ����,��� ����!��

�� ���� � � ��� ���� � ! ����� �� �����
� ���(����� ���
���� ��� ���������
� �� �
�����
#��� ��)����� ���� '���0��� �� ����
�	
 ������ ���� ���� ��	�� ���� ������� �� ����

	��
���'���0��� � ! �����!�

.���$��� �� ���� �� !� ���� �)������ ����!'� ��
����

.��� � ����1��� � ����,��� � �������� �������

.��
�� �� ���� � �� ����� ��		 �� ���� �����
� ���(����� ���
���� ��� ����� �

�����
��
:���������� ��� ����	�� �� ��� ���)���

 ������ ����$��� �� ��
 �� ������	� ���� ��
	�� ���)���
��� ��  �� � � ����� ���(����� ���
����� ��� �� ���� ���)���
���
��  �� � ! ����� ����� �� �
������

��*�$ /���
��� 0�	�� !���
�� 1/0!2

:������� ��� �
���� ����� �� =����� ���� '��� �� ��� �	���� '���� �� ��� ������	
����	� 1��� �� ��� ������� $�	���/��� �� ��� 
�����	�,��� �� � ���������
� ������ .��� ��
��� ������ ������� �� ��� ����������� ������ 0��� �� 
�		�� ��� �<: 
�����		�� ��� ��
�� �� �������� �� ���� ���� �� ���� �� 
	��� �� ������	� �� ���� �� �		 ������

=��� =����� ����� ��� ������
� �����	 "��� ��

"��� � '���/��� �,��� ����� � '����/���

��

"��� � �'��� � '�����/��� �,��� ����� �����"�

��� �� �)������ �����"� ��� ����	 �� ���
�� ���� '���� � '��� ��� ��� ���������
� ,���
��� ����� ���� ��� ���� ����� ���� "��� �� �	�� ���� ��� ��� 
�����	 �
���� ��
����
��$�	
 ����(	���� #��� �� ��� 
�������� ���� ����� �� �� ��
�������
� .���$���
�� '���� �� '���� ��� ,��� ��� ���� ��� ��� ����� ���� "��� ��������� ��� ��
�������
 ��
��� ���
����

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� �	




������������	
�����
����������������������������� � ��	 � ������������ �������� ����� 

��*�' /0! ��
��
�����

=��� =����� ����

.��� � '���/��� �,���

"��� � .��� ����� � '����/���

/��� � 0����1��� � "����

�����>�

*	��������� /��� ��� "��� ���� �)������� �����>� ��$��

.��� � '���0���1���

� � 0����'��� � '�����
� �� � 0���'�����,���

� � 0����'��� � '�����
� '���0�������

� � 0����'��� � '�����

�����5�

#�� �������$��
 ���
���� ���� ���� ��	���� .��� ��� ,��� ���� 1��� � ���� � ! ��

.

,
��� � ���� � � � 0���'����

� � 0����'��� � '�����
�����0�

��� ��� 
���	�������
 �������$��
 ���
����

���� � � � ���� � 0���'���

� � 0����'��� � '�����
�����'�

#���� ���� ���� � !� �)������ �����5� ��
 �� �������

.��� � ����1��� � ����,��� �����1�

�� ���� � � ����� �� �����
� ���(����� ���
����� #��� ��		 �

�� �� '���� � '��� ���
0��� � �C'���� �� ���� � ! ����� �� �����
� ���������
� �� �
����� ������ ���� ��		 �

��
�� '���� � '��� ��� 0��� � �C'�����

��� �
��

������

��
 ��� ����


�� ���� ���(����� ���
���� ��� ���� ���������
� �� �
���� �� ��)����� ���� ���
�
����
 
����
�������
� �� 1��� ��� ,��� ��� ����������		
 ���������� ���� �� ��
 ��

D s( )
R s E s( )   + ( ) ( )U s + Y s( )

( )N s

( )B s

C s( ) G s( )

Gm(s)

+ +
+

+

–

–

#��� ���� %���� ���
��� �� �� �&' ����	�


�	� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

��
�����
 �� �������
� � ��
��� 
�����		��� ���
� ���$���� � ��
��� ������(��(����(
��� �� 
�����	 �
����� � ��� ������(��(������� �<: �
���� �� ����� �� =����� ��"!�

9��� � ��� ������(��(������� �<: �
����� �)������ �����5� ��
����

.��� � '���0����1���

� � 0�����'��� � '�����
� �� � 0����'�����,���

� � 0�����'��� � '�����

� '���0��������

� � 0�����'��� � '�����

�����A�

�� �)������ �����A� 0���� �� �������� ��� ���(����� ���
���� ��� 0���� ��� ���������
�
�� �
�����

��*�) ��

��

�	 ��	 
���

��

�	 ��	�� 
���
������

8�����
����� ����	 ��
�������
 ��	���� �� ������		�� ����
�� ��
� �� �	��� ������(
���
�� ��� ��� ��	���� �� ��� ������	 �	��� '���� �� ������ ������$� ��
�������
 �����

'��� � '���� � ����� �������

�� ��	���	�
���$� ��
�������
 �����

'��� � �� � ������'���� ����"!�

*)������ ������� ��� ����"!� ��$��

����� � �����'���� ����"��

/	�
� ������� ��������������� �� ������$� ��� ��	���	�
���$� ����	 ��
������	
 ���
����� �� =����� ��"��

;���
����� ��
�������
 ��	���� �� ���������
 $��������� �� ��� �	��� �
����
�� ����
��
������ $��������� �� 
�����
����� �� �	��� �����������	 �)��������

+

D s( )
R s( ) + ( )U s + Y s( )

( )N s

( )B s

–

C sr( ) ( )G s
–

+
+

+
G sm( )

C sd( )

#��� ���. ��� �	
�		������		��� �&' ����	�


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� �	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

��*�* 3�
����4�	 ������ ���
��

�		 ������ �� ��� 
�����	 	��� �
������ �� ���(����� �� ���������
��� ��� ������
�		

����������� �
 (���� #�� ����� (��� �� ����� �
 ������� � ���������
�		
 �������
�����	���� ����� (���� ������� � �������� ���
���� �	�
� 2���� 
�		�� ��� �����
������� �� ����� �� =����� ��""�

�	
����� ��	���

����	�� (���� � � 2��� � �

;��� (���� � � 2��� � �C�
����""�

#��� ��� ���
���
 ������

(��� �2���(���� �2��� ����">�

;��� �� ������� ������ ��
 �� ����������� �


&����
�� ��"

"
�
� �

!

�&�����"�� � � ����"5�

#�� 	���(���� ���� �� �)������ ����"5� �� 
�		�� 7��� "(���� �� ��� ����� �����	 &����
�)�����3� E���� ��� ���������
�	 �������� ���� ����	� �� �
�� ��	������ �� ���

(b) Multiplicative Uncertainty(a) Additive Mode Uncertainty

+

�a( )s

+
G sm( )

+
+

�m( )s

G sm( )

#��� ���� *������	 ����������������	 ���	� ���	�������


V1( )s ( )V sW s( )

#��� ���� �������������� �� � �������+	� �����	� ����� �
��� ���� �� ������ ����� � ���


�	� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

���� ��� �� �� 
�������� 8���� -����$�	3� �������� �)������ ����"5� ��
 �� �����(
������ ���� ��� ���)���

 ������

&����
�� ��"

"
� �

"�

� �

��

(�  ��

2�  ��

����
����
"

�� � � ����"0�

=�� � ���	����	� 
�����		�� �� ������ �		 �������	 �����	� ���� ����� ��� 
�����	 	���
���� �� ��������

��, ��5 ��	 ��5������� ����
��

��,�� �����
 %
�	
���� ��5������� ����
��

#�� �
�	�� $������ �� �)������ ���5A�� ���� ���� �� ��� 
����������� ��� 3 �� ����
� ��

�		�� ��� �������	 ;)����� *���� ��;*�� ����

�;* �
� ��

�!

�"����� ����"'�

#��4"(������	 
�����	 ����	�� �� �� ���� � 
����		�� 
��� ��
� ���� ��� "(���� �� ���
�;* �������� ����� �"

"� �� ��������� ���  ��� ��� ���
���
 ����� &����
��� �� �)������ ��� ����!0� "��� ��� .��� ��� �	�������� ��� /��� �� ������� ��

0�������� ����

���� � �

� � '���0���
�1��� �,��� ������

� �����1��� �,��� ������ ����"1�

�	��� ���� �)������ ����">�� ��� � ���
���
 �����

(��� �2��� ����"A�

8���� -����$�	3� �������� ���� �)������ ����"'� ���4"(������	 
�����	 ����	�� 
��
�� ��������� �� ��� ���)���

 ������ ��

���



����� �"
"� ���




�

"�

� �

��
���  ���"�� ����"��

;����������� �)������� ����"1� ��� ����"A� ���� ����"�� ��$��

���



����� �"
"� ���




�

"�

� �

��
���  ��2�  ���"�� ����>!�

#��� ��� 4"(������	 
�����		�� ��������� ��� �$����� ��������� �� ��� �������$��

���
���� �������� �
 2�  ��� ����� 2�  �� ������� ���� ��� ���
���
 ����� (�  ��� ��
���������
�	 ������ ��� 
�����		�� ��������� ��� "(���� �� ��� �������$��
 ���
����
�������� �
 2�  ���

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� �	�



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ����� 

��,�� ��5������� ����
��

9��� 4�(������	 
�����	 ��� ������ (�  �� ��� ������� �� ��	��� �� � ��� �� ����(
������� ���
����� ���� ������ 2�  �� �� ��$�� �
 �)������ ����"0�� *�
� �����
(�  �� �� ��� ��� ��		 ����	� �� � 
������������ ����� ��  ��� #��4�(������	 
�����		��
�� �������� �� �������� ��� ����� ����� ���� 
�� ����� ���� ��
 ����� �� ��� ���� ���

�� �� ��������� ��

���



����� ��� ���



���
�
���  ��2�  ��� ����>��

�� �)������ ����>��� ��� �� ����� ��� ��������� ���
� ����� ��� ����	 ����	� �� ���
	���� ����� ������ #��� ��� 4�(������	 
�����		�� ��������� ��� ������� �����(
���� �� ��� �������� �������$��
 ���
���� �$�� ���)���

 ����� �� �� �� ���������
�	
������ ��������� ��� �(���� �� ��� �������$��
 ���
���� �������� �
 2�  ���

��- ���
�� ��������� ��	 
��
�� ��
��
�����

��-�� ���
�� ���������

4����� �����	��
 
�� �� ��$��������� �� ��� ���)���

 ������� ����� ��� E
)����
�����	��
 
��������� ������� �� ��
���� '�5�"�

:������� � E
)���� 
������ ��� ��� ������	 ����(	��� �
���� '��  ��0�  �� ����
��� ����	 ��
�������
 ��$�� �
 �)������ �������� ,�� ����� �� ��� ����� �� ������$�
��
�������
 ��� ��������� �� ��� ������ �� � ���� ������������ ���� ��� ������	
E
)���� 
������� #��� ����� ���� '�  �� 	��� ������ � ����	
 �� �	���� � �'�  �� � ��
���
����� �
 ��� ����� ������� ���������
�		
 ��

� � �' � �'�  �� � '��  ��� � ������� ����>"�

��� ���������

����  ��� � ������ ����>>�

�� ��� ��	���	�
���$� ��
�������
 �� �)������� ����"!� ��� ����"�� �� ������� ��

���  �� � ���  ��

'��  ��0�  ��
����>5�

��� ��� ����� �� ��	���	�
���$� ��
�������


������ �
������

'��  ��0�  ��� � ����>0�

=��� �)������ ����>0� ��� ���� ������ ������ �� ��
�������
� ��

������ � �'��  ��0�  ��������� ����>'�

=��� ��� E
)���� �����	��
 
��������� 	�� ����'�  ��� �� ��� ��� ������ �� 
	�
�����
��
��
	������ �� � ����� ��� !� �� ��� E
)���� 
������� ������ ���� �		 �	���� �� ���
����	
 �� ��������� �� �)������ ����>"� ��$� ��� ���� ������ �
� �� �����(���� �	���
�4.-� ��	���

�	� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ����� 

#���� ��		 �� ������ �����	��
 �� � ���
���
 
�����		�� 0�  �� �� ��� ��	
 ��

����� '�  ��0�  ��� � �
 ��� �		 '�  �� � � ����>1�

�� �� �	�� ��
�����
 ��� ��� ������	 �	��� '�� 5�� �� �� ����	�

����� '��  ��0�  ��� � �
 ����>A�

=��� =����� ��"> ������ �����	��
 �

��� ���� ��� $�
��� ���������
�� � '��  ��0�  ��� ���� �	�� =����� '�"0� ��
���� ��� ���� ������ �'��  ��0�  ���������

�� � '��  ��0�  ��� � �'��  ��0�  ��������� ��� �		 �

��

'��  ��0�  ��

� � '��  ��0�  ��

����
���������� 	 � ����>��

*)������ ����>�� ���� ��� ��������� �� ��� 
���	�������
 �������$��
 ���
���� ��  ��
�� ������� �� �)������ ����!A�� #���

���  ��������� 	 � ��� �		 � ����5!�

4����� �����	��
 
�� ��������� �� ������ ��6 7�� �		 �	���� '��� �� ��� ����	
 � ��$� ���
���� ������ �� 4.- ��	�� ��� ���� � �����
�	�� 
�����		�� 0��� �����	���� ���
������	 �	��� '����� ���� ��� �
���� �� ������	
 ����	� ���� ��� 
�����		�� 0��� ��
��� ��	
 �� ��� 
���	�������
 �������$��
 ���
���� ���� ��� ��� ������	 �	��� '����
��������� ��� ��		����� �����

���  ���������� � ���
�
���  ��������� 	 � ����5��

����� ��� ,.; �� �)������ ����5�� �� ��� �������
 ���� �� ��  ������  ��� #��� �����
���� ������ �����	��
 ������� � ����� �� ��� � ���� �� ��� 
���	�������
 �����(
��$��
 ���
���� ��  �� �������� �
 ������3�

Im

(–1,0)

Re
|Gm(j ) (j )|ω ωC

|Gm m(j ) (j )| ( )ω ω ωC �

|1+Gm(j ) (j )|ω ωC

|1+ G(j ) (j )|ω ωC

for some G(j )ω π∈

#��� ���$ ������ ���������


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� �	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

��-�� ���
�� ��
��
�����

4����� �����	��
 ���$���� � ������� ��)�������� �� �� ��$�������� ����� ����� ��
�	��� ����	 ��
�������
� =�� � 
�����	 �
���� �� ��$� ������ ���������
� �� ����	�
�� 
����	� �� ���������� ��� ����� ��� ��� +���� �	��� ����� ��� ��� ��$��� ��� 	������
������ �� ��� ����	
 '�  �� � ��

=�� ��� 4�(
�����	 ����	��� ���� �)������ ����>��� ��� �(���� �� ��� ��������
�������$��
 ���
���� 
�� �� �������

�2� ��� ���
�
���  ��2�  ��� ����5"�

��� �� ���� �� ��� ������ ���
���� � ����� �� �	�
�� ���� ��� �������$��
 ���
����

���  ��� 	 �2�  ����� ����5>�

;���	� �� 4� 
�����		�� �� ����� ��
� ����

�2� ��	 � ����55�

���� ��� ����� �� �)������ ����5>� �� ���� .��
�� ��� ������ ���������
�

�2� ��� ���
�
���  ��2�  ��� 	 � ��� �		 '�  �� � � ����50�

=��� =����� ��"> ������������ ������ �����	��
� ��� �
���	 ���)���

 ��������
'� 5��0� 5�� ��		 �	��
� 	�� ������ ��� ������ �� ��
�������
 ������� �
 ��� ����� ��

�� � '�  ��0�  ��� � �� � '��  ��0�  ��� � �'��  ��0�  ��������� ��� �		 '�  �� � �

����5'�

��$���

���  ��� � �

� � '�  ��0�  ��

����
���� � ����  ���

� � ����  ���������
��� �		 '�  �� � � ����51�

����� ���  �� �� ��� �������$��
 ���
���� ��� ��� ������	 �	���

���  �� � �

� � '��  ��0�  ��
����5A�

8���� �)������ ����51�� �)������ ����50� 
�� �� ��������� ��

����  ��2�  ���
� � ����  ���������

	 � ��� �		 � ����5��

��

����  ��������� � ����  ��2�  ��� 	 � ��� �		 � ����0!�

�	� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

4����� ���������
� ���� ����� ���� ��� 
	����(	��� �
���� ��		 ���� ��� �������(
��
� ���
���
����� ��$�� �� �)������ ����50� �� ��� ��	
 �� ��� ������	 �
���� ��

	����(	��� ����	� ��)������ ����5��� ��� ���� ��� �������$��
 ���
���� ���  �� ���

���	�������
 �������$��
 ���
���� ���  �� ��� ��� ������	 �
���� ������
 ��� ��	�(
�������� ��$�� �� �)������ ����0!��

������� ��6
��� =�� ��� 
�����	 �
���� ����� �� =����� ��"5 �����
� ��� /��� ��������� �	���

��� ��� �������$��
 ���
���� ���  ��� ��� ��� 
���	�������
 �������$��
 ���
����
���  ��� ���� # � �!� :������ �� ����� $�	����

��� =�� � ���� ������ 	��2��� � �C�� -����
� /��� ��������� �	��� ��� ���  ��2�  ���
���� # � �!� 0! ��� �!! ��� �������
 ��� ������	 $�	�� ����� ���� 4" ��� 4�

��������

8�� � ���)���

 ����� �� !�!�+�!! ���C� ��� ���� ��� ��� ����

�����	�

��� =��� �)������ ����!1�

���� � �

� � '���0���
� �

� � #
��������"��

� "�" � >�� �

"�" � >�� �� � #�
����0��

=��� �)������ ����!A�

���� � � � ���� � � � "�" � >�� �

"�" � >�� �� � #�

� �

� #

"�" � >�� �� � #�
����0"�

#�� /��� ��������� �	��� ��� ���  ��� ��� ���  ��� ��� ����� �� =����� ��"0 ���
# � �!� =��� =����� ��"0 �� 
�� �� ���� ���� �� �� � ���C�� ��� �
���� ��� � ���(
����� ���
���� ����� �� �!�A �/ ����  ���� ��� � ���������
� �� �
���� ��
�"! �/ ����  �����

+

D s( )

R s( ) + Y(s)

B s( )

K 1
(1+ )(1+2 )s s

+

–

#��� ���' '������ ����	�


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� �	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

��� =�� � ���
���
 ����� �� � ���� ����� 	�� 2��� � �C�� .��
� ��� �������� �������$��

���
���� ��

����2��� � "�" � >�� �

��"�" � >�� �� � #�� ����0>�

#�� /��� ��������� �	��� ��� ���  ��2�  ��� ��� # � �!� 0! ��� �!! ��� ����� ��
=����� ��"'�

=��� =����� ��"' �� 
�� �� ���� ���� ���4"(����� �� �$����� $�	�� �� ��� ��������
�������$��
 ���
���� ��)������ ����>!�� ����
�� �� # ��
������ ��� ���
�� ����� ����

�������� # � �!! �� ��� ���� $�	��� 8���� ���4�(���� �� ������� �� �)������ ����>���
��� ������� ��������� �� ��� �������� �������$��
 ���
���� �

��� �� ��� 	�����
���)���

� #�� 	���� ����� ����� ��������� �� ! �/� �

������ �� !�!� ���C� ����
# � �!!� �� ���� ����� �� ��� ���� $�	���

������� ��7
� 
	����(	��� 
�����	 �
���� ��� � ������	 �������(���� �������� ���
���� �)��	 ��
���� ��$�� �� *����	� '�5� ����

'����0��� � #

���" � "�� 5�

10
–2

10
–1

10
0

10
1

10
2

–70

–60

–50

–40

–30

–20

–10

0

10

Frequency (rad/s)

Gain
(dB)

| (jS ω)|

| (jT ω)|

#��� ���) %��	 ��
�����	 ����� ��� ��� ,��� ��� �� � ,���


�
	 �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

,�� ��� ����� �� ��� ��	���	�
���$� ����	 ��
�������
 ��

������ � !�0�� � ��
�� � !�"0��

9��� �� ��� ������� $�	�� ���� # 
�� ��$� ��� ������ �����	��
J

�����	�

�� ���)���
��� ��	�� � ���C�� ������ � !�0 ��� �� ���)���
��� ���$� 5 ���C�
������ � "�!� =��� �)������ ����5��� ��� ������ �����	��


���  ��������� 	 � ����05�

���

���� � '����0���

� � '����0���

���������

���� �
#

�>�"�"�5�

� � #
�>�"�"�5�

���� � #

�> � "�" � 5�� #

10
–2

10
–1

10
0

10
1

10
2–40

–30

–20

–10

0

10

20

Frequency (rad/s)

| (jS ω ω) (j )|W K = 10

K = 50

K = 100

#��� ���* %��	 ��
�����	 ���� �� �	�
��	� �	��������� �������� ��� ()����	 -
.


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� �





������������	
�����
����������������������������� � ��	 � ������������ �������� ����� 

����

���������� � !�0#�� � ��
�� � !�"0����> � "�" � 5�� #�

����00�

#�� /��� ��������� �	�� ��� �)������ ����00� �� ����� �� =����� ��"1 ���� # � "
��� >�0�

�� *����	� '�5� ���� ����� ��� �� ����	 ��
�������
� # ��� �������	 �����	��
 ���
A� ��� ��� � ���� ������ �� ' �/� # ��� 5� �� ���� �����	� ���� ����	 ��
�������
�
���� �)������ ����05� �������	 �����	��
 �

��� ���� # � >�0� �� ���� �� ��� �������
$�	�� ��� ������ �����	��
� =�� ������ ���������
�� �)������ ����0!� ���	���� =�� �
���
���
 ���� ����� 	�� 2��� � �C� ���

����� � �> � "�" � 5�

�> � "�" � 5�� # ����0'�

���

�����2��� � ���" � "�� 5�

���> � "�" � 5�� #�

���
�

�����2��� � �" � "�� 5

�> � "�" � 5�� # ����01�

#�� /��� ��������� �	�� �� ��� �������� �������$��
 ���
���� �� ����� �� =����� ��"A
��� # � "� "�0 ��� >�0�

10
–2

10
–1

10
0

10
1–50

–40

–30

–20

–10

0

10

Frequency (rad/s)

| (jT ω ω) ( )|�m

(dB)

K = 2

K = 3.5

–

#��� ���, %��	 ���� �� �� � ���������� ��� ()����	 -
/


�
� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

=�� ������ ���������
�

���  �� � ������
�� ��� ���  ��2�  ��� � 	 � ��� �		 � ����0A�

=��� #��	� ��" �� 
�� �� 
��
	���� ����6

��� #�� 
�����	 �
���� ��� ������ �����	��
 �� �� # � >�0�
��� #�� 4�(���� �� �� ��� �		 $�	��� �� # 
���������� #�������� �)������� ����50�

��� ����0!� ��� ��� ��� ��� ��� �
���� 
����� �� 
��������� �� ��$� ������
���������
��

=��� ��� ���$�� �� ���� �� 
��
	���� ���� ��� 
�����		�� 0��� ���� �� ���������
���� ��������
���� ���� � ����	� ���� 
������� #�

10
–2

10
–1

10
0

10
1–20

–15

–10

–5

0

5

10

Frequency (rad/s)

| (jS ω ω) (j )|W

dB

K = 2 K = 2.5 K = 3.5

2 dB

#��� ���- %��	 ��
�����	 ���� �� �	�
��	� �	��������� �������� ��� ()����	 -
/


����� ��� 4����� ���������
� ��� *����	� ��0

� ����C�� !�!� ��0

# " "�0 >�0 " "�0 >�0

���� ��������� !�0 ��' �/� !�0 ���� ����� ��
=����� ��"1�

!�0 !�0 !�'> ���� ����� ��
=����� ��"1�

��!

���� ��2� ��� "�! �' �/� ��0A ���" !��' ��!0 ��"'

;�� "�0 "�!A ��'" ��5' ��'A "�"'

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� �
�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

��� 0
�����
����� 
��
�� ����
��

����� 6���� �%
������

#�� 
�����
�	 ������ 
�����	 ����	�� �� ����� �� =����� ��"��
�� =����� ��"�� �" ��� ��� ������ �� ��� �	��� 	� ���� ��� 
�����		�� ��� �� ��� ���

���������
� ��� ����� ������� �	��� �� ��� ��� ������� �� �� 
�����		�� ��� �" ��� ���
������� ���� ��� ��� ��
� �� ��� 
�����		���

�� 	���� ��� ��� �	��� ��
�������
 ���� ��� 
������� �� ��$� 	���� ���� =����� ��"�

�� �� ����	����� �� ����� �� =����� ��>!� �	�� �������� �� �� ��� ���(���� �����(���
�
���������������

#�� ����� ��� ������ �)������� ���

�� � ��� ���� � �"�"

�� � ��������� ���"�"

�" � �"���"��� ��""�" ����0��

*)������ ����0�� 
�� �� 
�������

��
��

�"

�
�

�
	 �

� �� �"

�� ��� ��"

�" �"� �""

�
�

�
	 �

��

�"

�
�

�
	 ����'!�

y1

y2

u1

u2 Controller

Plant

Uncertainty

∆( )s

Pm( )s

C( )s

#��� ���� ��	 ��������� ������ ������� �����	�


�
� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

.��
� ��� ��������� �	��� ������ 	��� �� =����� ��>! ��

	��� �
� ��

�
�� �"� � � � � � � � �� � � � � � � � �

��
��
�

��� ��"

�"
��
�

�"� �""

�
����

�
���	 � 	��

��
�

	�"� � � � � � � � � � � �
	"�

��
�

	""

�
��

�
�	 ����'��

=��� ��� ����������� ������ �� �)������ ����'��� ��� 
	����(	��� �������� ���
����
������ ��	����� �� ��� �� ��

����� � 	����� � 	�"��� �
� ����	""������ ����	"����� ����'"�

�����

�"��� � �����"��� ����'>�

����� ����
��
 ���
� ���� �������

#�� �����	�� $�	��� �� � 
���	�� 
�� ������ �� ������� �
 
	��� ��� ��� ���(
������$� �)����(����� �� ��� �����$�	��� �� �#� ������� ��
� ����


� � 
" � � � � � 
� � � ����
� �� ����'5�

#�� ������� �����	�� $�	�� �
 �� � ��� ��� ������� �����	�� $�	�� 
 �� � ���
������� �


�
��� � ���"


��� � �������
" �� ��� ������ ����'0�

�� ���� � ;�;I �
����� � �������$��
 ���
���� ��
 �� �������

���� � �
������������ ����''�

y2

y1u1

u2

P( )s

C( )s

#��� ��$. �������� ����	�����	 ��
�	��	� ����� ��� ��������	�


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� �
�



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ����� 

����� ���� �� ��� ���(��������� �	��� ������� =�� ���� ���������
� ���� ����	�
�� �� ���		 �� ������	�� #�� 
���	�������
 �������$��
 ���
���� ��

���� � �������� �
������������ ����'1�

�����

���� � ���� � 
 ����'A�

#�� �����	�� $�	�� �� ��� �������$��
 ���
���� �
 ���  ��� ��� �� ��� 
���	�������

�������$��
 ���
���� �
 ���  ��� 
�� �� ����	�
�� �� /��� �	��� ��� �	�
 �� ���������
��	� �� ������ ��	��$�����	� 
�����	 �
���� �������

#�� �����	�� $�	��� �� � ��������� ��� ���������
� ������������ ��� ���� � ���(
������
� ���
���
����� ��
 �� �������

�
���  ��� � ���
� �  ��

�� �� ����'��

����� ���
� �  ��

�� �� �� � ������� ���������
� ����������� ��
���� �� ����� �� � �������	
������ �� ��	���	�
���$� �	��� ��
�������
 �� �		�������� �� =����� ��"�� �� 
�� ��
����� ���� ��� ���� �� ��� ���		��� ����	� ����� ��� ���
� ��� �
���� ��
����
������	� ��

�
����  ��� � �C�
���  ��� ����1!�

�� �	�������$�	


�
���  ��� � ���
# �  ��

�� �� ����1��

����� �#�  ��� � �� ��� ���� �� ��� 	������ ����
������ ��	���	�
���$� �	��� ��
�������
�

����$ 0
�����
����� �� ��	 �� 
��
�� ����
��

#�� 4"(������	 
�����	 ����	�� �� �� ���� � �����	����� 
�����		�� ���� �� �)������
����'>� ��� �� ��������� �	��� 	��� �� �)������ ����'��� ��
� ���� ��� 
	����(	���
�������� ���
���� ������ ����� �� �)������ ����'"� �� ����������

#���

���
����

�������" � ���
����

�

�

� �

!

���
��������  ��#������  �����

� ��C"

����1"�

����� � �� ��� 
���	�� 
�� ����� ���������� ��� ���
� �� ��� ��� �� ��� �������	
�	������� #�� 4� ������ 
�����	 ����	�� �� �� ���� � �����	����� 
�����		�� ���� ���
�� ��������� �	��� 	���� ��
� ���� ��� 
	����(	��� �������� ���
���� ������ �����

��������� ��� �������
(���� ���)��	��


������ ��� ���
�


����������  ��� 	 � ����1>�

*)������ ����1>� �� �	�� 
�		�� ��� 7���		 ����3 �������
(���� 
�����	 ����	���

�
� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ����� 

����' ��� �������	 ����	5����������� ���
����

<�	��$�����	� 	��� ������� �� ������ 
�����	 �
���� ������ ��
 �� �
���$�� �����
� �������� ����� �������$��
 ������
�� �� ���� ��� ;�;I �
����� ���
����� �� ��
����
��A�"� ��� �������$��
 ���
���� ���� ��$�� �� �)������ ����''� ��� ��� 
���	�������

�������$��
 ���
���� ���� ��$�� �� �)������ ����'1� ��
 �� 
������� ���� �������
����� ��� �#��� �� ��$�

����� � ����� ����
�#��� ����

� �
����15�

����� ��� �������
 ���� �� ����� �� 	� �� ��$�� �� �)������ ����1>�� *)������ ����15�
������� � �����(�������$��
 
��� ���
���� ���
� ���� ���� ��� ���� ��� ����	����� E���
���� �� ����� ������� ��� ����� ��� �#��� ��� ������� ��� ���(���� ��������� �	���
��$�� �� =����� ��>! ��
 �� ����������� �
 =����� ��>��

������� ��8 �;�� �	�� �������� �� ������8���
� �	��� ��� � �������� ���
����

'��� � "!!

�> � >�" � �!"�� "!!
����10�

��$�� ��� �������$��
 ��� 
���	�������
 ��������� ���
�����

2���� � �
�!! � �
� � �!!�


 �

2#��� � � � �!!�

�!! � �

 � ����1'�

. . }
Augmented Plant

y1

u1
+ y

u2

y2

e G( )s

C( )s

Ws( )s

WT( )s
–

#��� ��$� 0	�
��	���)	���	��������� ��������


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� �
�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

��������� ��� �����	�� $�	�� /��� ��������� �	��� ���

��� ��� �	��� '�  ��
��� ��� ��������� ���
����� 2��

� �  �� ��� 2��
# �  ��

�
� ��� 
��� ���
���� ������  �� �� ��� ������	 $�	�� �� � ���$�� �� 2�����
��� ��� 4�(������	 
�����		�� 0�  ��

=��� �	�� ��� �����(���
� ��� �������� ���
���� ����������� ��� ��� 
�����		���

�����	�

#�� �����(���
� �������������� �� ��� �	��� F��� ��

�� ��
�� ��

� �
�

�> ��!" �"!! ��
�

�

� ! ! ��
�

!

! � ! ��
�

!
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
! ! "!! ��

�
!

�
�������

�
������	

����11�

#�� �����	�� $�	�� ���)���

 �������� '� 5�� �� ����� �� =����� ��>"�
#�� ���)���

 �������� �� ��� ��
����
�	 �� ��� ��������� ���
����� 2��

� �  ��
�� � �� ��� 2��

# �  �� ��� ��$�� �� =����� ��>>�
#�� ������	 $�	�� �� ����� �� �
���$�� ���� �� � !��>� ��� ��� �����	�� $�	��

���)���

 �������� �� ����� �� =����� ��>5�
#�� 
�����		�� ����	� $�	�� ���)���

 �������� 0�  �� �� �		�������� �� =����� ��>0�

10–1 102
–80

–70

–60

–50

–40

–30

–20

–10

0

10

Frequency  (rad/s)

| (jG ω)|

(dB)

100 101

#��� ��$� ����� ���
���� ����	 %��	��
�����	 ����


�
� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

10310–3 10–2 10
–1

10
1

10
2

–40

–30

–20

–10

0

10

20

30

40

100

WT
–1(j )ω

Frequency  (rad/s)

Gain

(dB) WS
–1(j )ω

#��� ��$$ 0	�
����
 ��������� %��	 ��
�����	 �����


10–3 10–2 10–1 100 101 102 103
–18

–16

–14

–12

–10

–8

–6

–4

–2

0

| (j )Ty u1 ω1 |

(dB)

Frequency  (rad/s)

#��� ��$' 1��
���� ����	 %��	 ��
�����	 ���� �� ���
�
� ���� ��	� � � 	�
�


������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� �
�



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ����� 

#�� �����(���
� �������������� �� ��� 
�����		�� 0��� ��

�
 �

�
 �


� �
�

�!�!� �!�!!" !�!!5 !�!�0 !��>1 ��
� �1��1'
��
�

�!�!!� �1�1'> "��'0> >1��'5 '"��A� ��
�

!�!��
��
�

�!�!5' �"�!>" �>��5A �"�">5 �A��AA ��
�

!�0A"
��
�

!�5>0 !��!1 A�A!1 ��!"�"0 �>1�1A ��
� �A�A
��
�

!�'1' !���1 �>�00A �>�1"A ��'"�0� ��
� ��>�''

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � �
�!�!A' !��'� !��"� �!�'05 �����1 ��

�
!

�
�������������������

�
������������������	

����1A�

��� ��� 
�����		�� �������� ���
���� ��

:��� � �0��5 � �'�5 � �!>�> � '>�� � �!>�" � ��' � �!'�� >��A � �!'

�0 � "10�5 � "!�5 � �!>�> � >"5�A � �!>�" � >�1A � �!'�� >1�A � �!>

����1��

#�� ����	�� �� ���� �����	� ���� �������� ����� ��� <�#,�/ 4����� :�����	
#��	����

10–3 10–2 10–1 100 101 102 103
–30

–20

–10

0

10

20

30

40

| (jC ω)|

(dB)

Frequency  (rad/s)

#��� ��$) '�������	� ���
�	 ����	 %��	 ��
�����	 ���� ��� ����


��	 �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ����� 

���. #

���
 �
������

������� ��9
�� � ��	��$�����	� ������	 ����	���� �
����� ��� �	��� ����� �)������� ���

���

��"

� �
� ! �

�5 �"

� �
��

�"

� �
� !

5

� �
�

� � ?� !@�

����A!�

�� ��� ���������
� ����� �� �� ��������� ��

� �
� �

!

��#��� �"��� ����A��

��� &��������� �
 ����� ��� �	������ �� ��� 4�

��� ������ 	 �� ��� ����
�� 4�

���
�)������

	�� �#	��� 	�����#	 � � ����A"�

��$�� ����

� � " !
! �

� �
����A>�

��� =��� ��� ������	 ������
� ������ � �� ����

� � ����#	 ����A5�

��� ���
� 
�	
�	��� ��� 
	����(	��� �����$�	����

�����	�
�

��� 	 � ��1!> !��A>
!��A> !���>

� �

��� � � ? !�1>" !�11" @

� � �"�055 �  !�'10

������� ��:
� �	��� ��� ����������� �
���� ��� ���
����� �


�� � ��� ��� ���

� � ��

� � �� 


����A0�

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ��




������������	
�����
����������������������������� � �		 � ������������ �������� ����� 

����� ���� �� � F������� ��)���
� �� ���������
�� ��� 
��� �� � F������� ��)���
� ��
����������� ������ ���� �� ��� �������� $�	�� �� ���� ���� �� 
����������� ����
����������� ����� 
���� #�� �	��� ���������� ���

� �
! � !

! ! �

�0! ��!" �5�0

�
��

�
�	 � �

!

!

�!!

�
��

�
�	

�� �
!�0 ! !

! !�0 !

! ! �!

�
��

�
�	 � �

� ! !

! � !

! ! �

�
��

�
�	

����A'�

#�� ����������� ����� ��� ���������
� 
�$�����
� �����
�� ���

� �
!�� ! !
! !�� !
! ! '

�
�

�
	 � �

!�� ! !
! !�� !
! ! "

�
�

�
	 ����A1�

��� =�� � ����	��� ���� �� !�� ��
����� ����� �)������� �A�1A� ��� �A�A!� 
�	
�	���
��� ���
����(���� ����� ����������� 
�����	 ��� ���������
� �����
�� ��� �� ��� �
��� ���� ��

��� ;������� ���� �� ������	 
�$�����
� ������ 	��C�� �)��	 �� ��� �������
 �������
������� "! ��
������� �� �)������� ���15�� ���10� ��� ���1'� �� 
������ ���
D�	��� ���� ������ ���� �� ��� 
�$�����
� ������ 	��� �C�� ���

�����	�
�

��� ��� � �
!���> !�!A0 !�!!5

�!���� !�0A1 !�!'1

�>�>1! �1�!15 !�"A5

�
��

�
�	 ��� � �

!�!�5

!�>�A

'�15!

�
��

�
�	

���� � �
!�!0! !�!!" !�!!�

�!�!!5 !�!5> !�!5!

�!��!! �!�"!1 !�'15

�
��

�
�	

��� ���� �� �
!�!5! �!�!!' �!�!!"

�!�!!' !��>1 !�!!>

�!��>> !��00 !�"�A

�
��

�
�	

	��� �C�� �� �
!�!!5 �!�!!� �!�!�>

�!�!!� !�!�5 !�!�'

�!�!�> !�!�' ��>�!

�
��

�
�	

������� ���
#�� �	��� ���
����� �� *����	� ��A �
 �)������� ����A0� ��� ����A'� �� �� ��

�����		�� �
 � ,����� B�������
 F������� �,BF� 
�����	 �
���� ���� 
������� ��
� ,B 4���	���� 
������� ���� ��� D�	��� ��	��� �������� �� *����	� ��A� #��

��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ����� 

)�������
 ���������
� ����� �� �� ��������� ��� ��� ,B ����	���� �� �� ��� ����
��$�� �� �)������ ����A�� �����

� �
�! ! !
! 0 !
! ! �

�
�

�
	 �� � �� ����AA�

8���� ��� ��
����$� �)������� ���"�� ��� ���>!�� ��	$�� �� ��$���� ����� ��� 4�

���
�)������ 
�����
��� ���� 	��� � ��

�� ��� ����	��� ���� �� !�� ��
����� ��� $�	��� �� ��� ���
����(���� ����� ����������
��� 
�����	 �����
�� ��� � ��� ��� � 
�	
�	���� �� *����	� ��A ��
 �� ���� �� ���
��
����$� ��	������

:������� ��� ��
����$� ����� ����	 ��� ��	����� ����	�� ���� ����� � � 0!� ��
�� � 0 ��
����� ��� ���
� ��������� ��� �����
(����� $�	�� �� ��� ������
� ������
��!� ��� 4�

��� ������ 	�!�� 9��� ��� ��� 
	����(	��� �����$�	���J

�����	�
�

��!� � ?�!��!' �!�0A� !�!'5 @

	�!� �
���515 >�5!' !��0>

>�5!' >��0" !��'>

!��0> !��'> !��!A'

�
���

�
��	


	����(	��� �����$�	��� ����">!

�5�A�' � 5"��15

������� ���;
� ����
(������
� 
�����	 �
���� ��� � ������	 �	��� �������� ���
����

'���� � �

��� "���� 0�
����A��

��� �� �������	 
�����		�� �� ��� ������� ����

0��� � #

�
�����!�

�� ��� ����� �� ��� ��	���	�
���$� ����	 ��
�������
 ��

������ � !�"0�� � 5��

�� � !�"0��
�������

������� ��	 
��
�� ����
�� ������ 	����� ���



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ����� 

���������6

��� *���������� ��� ��� �������$��
 ��� 
���	�������
 �������$��
 ���
���� ���� ���
���� ��� ��� ������	 �	����

��� #�� ������� $�	�� ���� # 
�� ��$� ��� ������ �����	��
�

�����	�
�

��� ���� � �> � 1�" � �!�

�> � 1�" � �!�� #
���� � #

�> � 1�" � �!�� #

��� #��� � 5�0

������� ����
� �	��� ��� � �������� ���
����

'��� � �!!

�" � "�� �!!

��� �������$��
 ��� 
���	�������
 ��������� ���
�����

2���� � �
�� �!!

�� �


 �

2� ��� � �� �

�� �!!


 �

=��� ��� ������	 $�	�� ��� � ��� ���
� ��� �����(���
� ��� �������� ���
����� ��� ���
4�(������	 
�����		�� 0����

�����	�
�

���� � !�!01'

�
 �


�
 �


� �
�

�"�A >�! ���5 �0!�� ��
� �5�00
��
�

�>�! �""�" 0!�� "0A�! ��
�

>��!
��
�

�"�1 >��' �15�0 ��'�� ��
�

"���
��
�

�>�" �>'�> �">�" ��A1��� ��
�

1�55� � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�!�>> ��'A ��!" �5��5" ��

�
!

�
������������

�
�����������	

0��� � ��A' � �!>�> � !��A�A � �!'�" � !�00A� � �!'�� �A�'!>� � �!'

�5 � ���1 � �!>�> � !�"!!0 � �!'�" � ��>0>� � �!'�� ���05' � �!'

��� �	�����	 ����
�� �������
���



������������	
�����
����������������������������� � �	
 � ������������ �������� ����� 

��

����������� �	��
	� �����

������

���� ����������� �	��
	� �����
�

������ ������������ �� 
�������

��������� 	� 	
� �
���� ���	������� 	
� ���� ��	��������� �� ������� ���� ��	�����	�
�
��
 �� 	
� �����	� �� �������� ��������� ��� ������	������� ��	�������	 ��
������
�� 	
������� 	
� �����	� 	� ������� ���� ��� ������ �
��
 �� 	��� �������� ������ 	�
����������

��	������� ��	��������� ���� �� � �� ������	 �� 	
� �������	��� !��
������ ��!�
������	���� ��� �� �� �		���	 	� ������� 
���� ��	��������� ��	
 ���
��� ��	���� 
������ �� ��	�������	 ���	��� ���	�� �������� 	
� 	��
������ ���� 	
� ������ �� ��
��	
 	
��� �� ���	��� ����������� 	� ������ ��	������� ���	��� 	
�	 ��� ������
������� ����� ����� ��� ��	 �� �� ��	�������	 ������� "��
 � ���	�� �
���� �� ����
	� ��
���� ���	����� ������� ��
������ ����� �����	���� �� �����	���	�� �
��

�������#

��� �����	���	� �� ����	 ������
��� ��������	���� ����������	�� �
�����
��� ��������	�� ��������	��	 �� ���������� ������ �������	���
��� ��	��	�� �������	����

������ �	��
	� �����
 ��
����
�

�� ��	�������	 ���	��� ���	��� �� ���������� �� $�
���� ��� %��	�� �&''(�� ���������
�� � ������ �� ������	��� �� �
��� �� )����� &*�&�

��� ��������	
 ��
������
!
�� ������	� �������	��� ���� 	
� ����	 ��� 	
� ����������	� ��� ��������� �	 ��	� �
���� ���	���� ��� 	
� �����	��� ������	��� !
� �����	��� ������	� ���#

��� ������ ����� �
��
 �������� ��� ��	� ����	 	
� ����	 ��� 	
� ����������	
��� �	
��� ���
���	�
 �
��
 	��������� �������	��� ��	� � ���	���� ����
��� ���� ���	�� �
��
 ���� ���	������������ ��	� ������ 	� ����� ��������	�	���� ��

	
� ����	 ��� �	� ����������	� � ��� 	��
������ 
��� �� ��		��� �������	����



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ����� 

��� �	�
���	
 ��
������
+����	��� �� �� ��	�������	 ���	��� ���	�� �� ��������� ��	
 	
� �������� ������
������� ����� �����	���� �� �����	���	�� ,�� ��	���	��� �������#

��� -��������� �����
��� ��������� ����� ���	���
���� ��..� �����

��� "	��	���� ��������� �����
��� ��	���� ������ ������	���
���� ����	��� �����
 ��� ����	�� ������	
��
����� ��	
 ��������

��� /�������� �����
��� ���������� �������� �� ������ ��	�����
���� ������������ �������� �� ������ ��	�����
����� ����	��� ��������

��� �������	
 ��
������
!
� ��	��	��� �����	� ����� ������� ���� 	
� �����	��� ������	�� �� ����� 	� ����� 	
�
����	 	� ���� ������� �	�	��� �� 	
� ����	 �� ��	��	�� ��� ������� �������� �� ��	�������	
���	��� ���	�� �
���� �� ������� �� ����� ���� 	� �� ��������� �	� ���	��� �	��	����

!
�� �
��	�� �� ������ ��������� ��	
 ���� �� 	
� ��������� 	
�	 ��� ���	�����
��	
�� 	
� �����	��� ������	���

���� ����� �	��� �	��
	� �����
�

������ ����� ��� ���	
�

)�..� ����� ��� ����	 �������� �� 0���
 �&'1(� ��� �� ����� �� 	
� ������	 �� ��..�
��	�� )�..� ��	 	
���� �������� � ����� ��� ��������	��� �����	���	�� �� ��������
���������	� 	
���� �� 	
� ������� 	��� ��� ��������� �����	���	�� ��� ������� 	
�	 	
�

Intelligent Control System

Perception
Subsystem

Cognition
Subsystem

Actuation
Subsystem

Environment

Plant

���� ���� ����������� �	��
	� �����
 ��
����
� �������� �
	
�	���	� ��� ����	���

��� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ����� 

�����	���	� �� � ������ �������� 2������� ��	 ��� �����	���	� �� ������� ��� ��..�
��	 	
���� �� ���� 	� ����� 	
� ���� �� �����	���	� �������	�� ��	
 ������������
��������� ��� ���� �� �������	����

+�����	����� ��	 	
���� ���	������
�� ��	���� 	
��� ������	� 	
�	 ��� ������� ��
� ��	 ��� 	
��� 	
�	 ��� ��	� 	
��� ����� ���� ������ �� ����� ����������� )����� &*�3
�
��� 	
� ����� ��	 4������ 	������	���5� !������	���� ��	���� 3* ��� 6* �+ ���
��	
�� 	
� ����� ��	� ��� 
��� � �������
�� ����� �� ����

!
� ���	��� ������	 �� ��..� ��	 	
���� �� 	
�	 	
� �������
�� ����	��� �� ����
���������	� 	
����� ��� 
��� � ����� �� ��	���� * ��� &� �� )����� &*�6� 	
� ������ 
�
�� ����	��� � 
�� � ������ ����	����
�� ��	
 	
� � �
��� ������ 	
� �������� ��
��������� 7� !
�� �������� � 	��������� �
���� ��..� ��	�

)�..� ��	� ��������	�� �� �����	����� 	�������� ��� �������� ���� ������� 	
��
���� ���� �����	� ��� �����	�	��� �� ������� �	
�� ����������	� ������� ��� 
�����	����� 	��������� 	����.����� 8������� ��� ���� �
���� �������

/�	 	
� ��..� ��	 4������ 	������	���5 �� ������ ��..� ��	 9� �� �� ������	 � �� 	
�
�������� �� ��������� 7 ���� ��	
�� ��..� ��	 9� �	 ���� 
��� � ����� �� ��	���� * ���
&� !
�� �� �
������� ��	
���	������ ��

�9��� � :*�&; �&*�&�

<
�� 	
� �������� �� ��������� �� ������	� ��� ����	�� ��..� ��	 9 ��� �� �
������� ��

9 �
��
	�&

�9��	�=�	 �&*�3�

�� ����	��� �&*�3� 4=5 �� � ������	��� 2���� 	
� ������	�� �� ���
 	��� �� 	
� ������ 
�
�� ����� �� ��..� ��	 9 �������	�� ��	
 	
� ������	 �� 	
� �������� ������	�� �� 	
�
��������	��� <
�� � � &&� ����	��� �&*�3� ��� �� ���		�� ��

9 � *=* � *=( � *=&* � *�66=&( � *�1>=3* � &=3( � *�1>=6* � *�66=6(
� *=?* � *=?( � *=(* �&*�6�

µ Medium
Temperature

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0 10 20 30 40 50

Membership
Function

Temperature (°C)

���� ���� �
��� ��� �
����
 ��
��
���
���

��
�������
 �	�
�	� ���
�� ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � �	
 � ������������ �������� ����� 

@�	� 	
� ������ 4�5 �� ��	 �� ����	��� �� 	
� ������ ��������� ������ ��	 �� ��..�
���	
��	�� ����	�� � ����� �����	����

������ ����� ����� ��� 	��
���	��

/�	 � ��� A �� 	�� ��..� ��	� ��	
�� � �������� �� ��������� 7 ��	
 �������
��
����	���� �� ��� �A ������	������ !
� ��������� ��..� ��	 �����	���� ��� �� ������� ��

�����	��# !�� ��..� ��	� � ��� A ��� ����� �� 	
�� 
��� 	
� ���� �������
��
����	��� ��	
�� � �������� �� ��������� 7�

����� � �A��� ��� ��� � � 7 �&*�?�

��	��# !
� ����� �� 	�� ��..� ��	� � ��� A ����������� 	� 	
� A������ �- ����	���
��� �� ����� ��

���A��� � ���A��� � ��
������� �A���� ��� ��� � � 7 �&*�(�

�������
�	��# !
� ��	�����	��� �� 	�� ��..� ��	� � ��� A ����������� 	� 	
� A������
�@B ����	��� ��� �� ����� ��

���A��� � ���������� �A���� ��� ��� � � 7 �&*�1�

����������# !
� ���������	 �� ��..� ��	 � ����������� 	� 	
� A������ @�!
����	��� ��� �� ����� ��

�	���� � & 
 ����� ��� ��� � � 7 �&*�>�

������� ����
)��� 	
� ����� ��� ��	�����	��� �� ��..� ��	 ��� 	������	��� / ��� ������ 	�� 
����	��� 9 �
��� �� )����� &*�?� )��� ���� 	
� ���������	 �� ��..� ��	 9� 7����
����	��� �&*�3� 	
� ��..� ��	� ��� � � && ���

µ

0 10 20 30 40 50

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Medium
Temperature

Universe of Discourse (Temperature (°C))

Membership
Function

M

���� ���� ����� ��� �
����
 ��
��
���
���

��� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � �	� � ������������ �������� ����� 

/ � *=* � *�66=( � *�1>=&* � &=&( � *�1>=3* � *�66=3(

� *=6* � *=6( � � � � � *=(*

9 � *=* � *=( � *=&* � *�66=&( � *�1>=3* � &=3( � *�1>=6*

� *�66=6( � *=?* � � � � � *=(*

�&*�C�

��� ��	��# 7���� ����	��� �&*�(�

�/�9��� ���
�*� *�=* � ��
�*�66� *�=( � ��
�*�1>� *�=&*

� ��
�&� *�66�=&( � ��
�*�1>� *�1>�=3* � ��
�*�66� &�=3(

� ��
�*� *�1>�=6* � ��
�*� *�66�=6( � ��
�*� *�=?* � � � �
� ��
�*� *�=(* �&*�'�

�/�9��� � *=* � *�66=( � *�1>=&* � &=&( � *�1>=3* � &=3( � *�1>=6*

� *�66=6( � *=?* � � � � � *=(* �&*�&*�

��� �������
�	��# 7���� ����	��� �&*�1� ��� ��������� 4��
5 �� 4���5 �� ����	���
�&*�'� �����

�/�9��� � *=* � *=( � *=&* � *�66=&( � *�1>=3* � *�66=3(

� *=6* � � � � � *=(* �&*�&&�

D���	���� �&*�&*� ��� �&*�&&� ��� �
��� �� )����� &*�(�

��� ����������# 7���� ����	��� �&*�>�

�	9��� � �& 
 *�=* � �& 
 *�=( � �& 
 *�=&* � �& 
 *�66�=&(

� �& 
 *�1>�=3* � �& 
 &�=3( � �& 
 *�1>�=6* � �& 
 *�66�=6(

� �& 
 *�=?* � � � � � �& 
 *�=(* �&*�&3�

D���	��� �&*�&3� �� �����	��	�� �� )����� &*�1�

µ

0 10 20 30 40 50

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Membership
Function

Universe of Discourse (Temperature (°C))

L M

���� ���� ���
������� ���� ��	 ���� �
����
 ��
��
���
���

��
�������
 �	�
�	� ���
�� ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

������ ����� 
�����	��

�� �����	��	 �����	 �� ��..� ����� �� 	
� �����	� 	� ����	� ��	� ��	
 ��������	 ���������
�� ���������� +������� 	
� ����	����
��

�) / !2D@ 9 �&*�&6�

�� ����	��� �&*�&6� / �� ����� �� 	
� ����
����� ��� 9 �� 	
� 
���������� !
�
����	����
�� �� ����	�� ��

� � / � 9 �&*�&?�

��

/ � 9 � �����/��&�� �9��&�� � � � �����/��&�� �9�����
�����/����� �9��&�� � � � �����/����� �9�����

� �
�&*�&(�

µ

0 10 20 30 40 50

Temperature ( C)°

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Membership
Function µ L+M( )u

µ L M∩ ( )u

L M

���� ���� �!��	����� �����
�����	�� ������	���

0 10 20 30 40 50
Temperature (°C)

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Membership
Function

µ

µ¬M( )u

���� ���� "�� �	
���
��� 	� ����� ��� #�

��� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

�
��� �& 
 �� ��� �& 
 �� ��� 	
� ������	�.�� �������� �� ���������� +������� 	
�
�	�	����	

�) / �� ��� !2D@ 9 �� ������ �&*�&1�

!
�� ��� 	
� ��..� ��	� / ��� 9 ������� �� ����	��� �&*�C�� ��� 7 ���� ( 	� 6( ��
�	��� �� (

/ � 9 �
��� �*�66� *� � � � ��� �*�66� &� � � � ��� �*�66� *�66�
��� �*�1>� *� � � � ��� �*�1>� &� � � � ��� �*�1>� *�66�

��
� ��

� ��
� ��

� ��
�

��� �*� *� � � � ��� �*� &� � � � ��� �*� *�66�

�
����

�
���	 �&*�&>�

�
��
 �����

/ � 9 �

* * *�66 *�66 *�66 *�66 *�66
* * *�66 *�1> *�1> *�1> *�66
* * *�66 *�1> & *�1> *�66
* * *�66 *�1> *�1> *�1> *�66
* * *�66 *�66 *�66 *�66 *�66
* * * * * * *
* * * * * * *

�
���������

�
��������	

�&*�&C�

"������ ���
 �	�	����	� ����� ���� � ���	��� �	��	��� ��� ����� �� ������ �� 	
���
�����

� � �& � �3 � �6 � � � � � �� �&*�&'�

������ ����� �	��� �	��
	�

!
� ����� �	���	��� �� � )�..� /���� +��	��� �)/+� ���	�� �� �
��� �� )����� &*�>�

��� �����������	
 ��	����
)�..�����	��� �� 	
� ������� �� ������� ����	� 	� 	
� )/+ ��	� ��..� ��	 �������
��
������ �� 	
� ������� ����	 ��������� �� ���������� B�������� ���� 	� �� ����
���������

��� ������ �� ����	�
��� ��.� �� ��������� �� ���������
��� ������ ��� �
��� �� ��..� ��	��

� )/+ 	
�	 �����	�� � %B ���	������ ���� �� �������� 	� ������.� 	
� ����� ���� ���
	
� ��	� �� �
���� �� ����� ��=��� �� 
��

!
� ��.� �� 	
� ��������� �� ��������� ���� ������ ���� 	
� �
���	�� ����� ��������
�� 	� 	
� ��	���	��� ������ �� 	
� ����	 ���������� ������ ��� 	
� ���	�� ����	 	� ��
���������� 	
�	 � 
�� � ����� �� �1 ��� 
� � ����� �� �&�

!
� ������ ��� �
��� �� ��..� ��	� �� � ���	������ �������� �� ��������� �� � 	���� 
��� ��	���� ��������� �� ���	��� ��	��� ��� ���� 	��� �����	�	����� ������
�	�� ��
	
�� �
������ ����� 	��������� ��	� ���� �� �����

��
�������
 �	�
�	� ���
�� ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � ��	 � ������������ �������� ����� 

D��
 ��	 �� ����� � �������	�� ����� 	� ����	��� �	� ���
 �� %���	��� A�� �%A�� %���	���
9����� �%9�� %���	��� "���� �%"�� ����	 0��� �0�� @���	��� "���� �@"�� @���	���
9����� �@9� ��� @���	��� A�� �@A�� !
� ����� ��	 ��..� ����	 ������� ��� � ���

� ��� �
��� �� )����� &*�C� �� �	 � ���	������ ���	��	� ���� � 3�( ��� ��=�� � 
*�3�
	
��� ���� )����� &*�C� 	
� ����	 ��..� ��	 �������
�� ������ ���

�%"��� � *�> �%9��� � *�?

�@"�
�� � *�1 �.�
�� � *�6
�&*�3*�

��� ����� ����
���
!
� ��..� �������� ������	� �� � ��	 �� ��	������	E���������	 �������	�� ����� ��
	
� ����

�) � �� %" �@B 
� �� @" !2D@ � �� %" �&*�3&�

!
�� �	��� �� ��..� �����	����� �	�	����	 �� ��	�� ������ � 49������5 	��� ����� ��	��
9������ �&'>1� �
� ����	 ���� �	 �� � ��..� �������� 	� ���	��� �	��� ����	�

!
� �������� �� ����	���	�� ����� � ��	��	 ��������� ���� ��	
�� ��� �� ��� �� 	
�
��������� �������#

��� %
������ ���� 	
�	 ������ 	
� ����	 ��������
��� B�	� ���� �
��	��� ���	�������
��� ��������� 
�����	�� ��������� ��	����� ���� �
��������� �
���	��

�� ��� ����� �� ����� 	
�� ��������� �� 	
� ����	 ��	
���	���� ����� �� ��	 ���������
!
� 	�� ����� ��	 ��..� ����	 ������� �
��� �� )����� &*�C ����� � �������� > � >

��	 �� ���	��� ����� �� 	
� ���� ����� �� ����	��� �&*�3&�� �	 �� ���������	 	� 	�����	�
	
� 	�� ����������� �������� �� �
��� �� )����� &*�'�

����� �
����
��
)����� &*�' ������� 	
�	 	
� ��	��	 ������ ���	���� ����� ��..� ��	� ��	
 	
� ����
�������	�� ������ �� 	
� ����	 ��..� ��	�� �� 	
� �������� �� ��������� ��� 	
� ���	���
������ ���� �� �'� 	
�� 	
� ��	��	 ������ �� �� �
��� �� )����� &*�&*�

Data
Base

Rule
Base

Knowledge Base

Fuzzification

Measurement
System

Fuzzy
Inference

Defuzzification Plant

u t( ) c t( )
r t( ) e t( )+

–

FLC

���� ��� ����� $	��� �	��
	� %����
�

��� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

������ 	
�	 � ���	��� ���� �� 	
� �������� �� ����� �� ����	��� �&*�33�

�- �) � �� � �@B 
� �� A !2D@ � F + �&*�33�

)��� ����	��� �&*�(� 	
� A������ �- ����	��� ������� 	
� ��..� ��
 �����	����
��� ���� ����	��� �&*�1� 	
� A������ �@B ����	��� ������� 	
� ��..� ��� ���� 
�	���� 2���� ����	��� �&*�33� ��� �� ���		�� ��

�+��� � ��
: ��� ������� �A�
���; �&*�36�

D���	��� �&*�36� �� �������� 	� �� 	
� ��
E��� ��������� ������� �� ��
E��� ��..�
����������

�� )����� &*�C ��� ����	��� �&*�3*� 	
� ��..� ��	� 	
�	 ���� 4
�	5 �� 	
� ����� ����	
������ �
�� ���� � 3�( ���� %" ��� %9� �� 	
� ��	� �� �
���� ����	 ������ �
��

� � 
*�3� 	
� ��..� ��	� 	� �� 4
�	5 ���� @" ��� 0� )��� )����� &*�'� 	
� �������	
����� 	
�	 ���������� 	� 	
��� 4
�	�5 ���

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

–6 –4 –2 2 4 60 2.5

NE NM NS Z PS PM PB

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

–1 –0.67 –0.33 0.33 0.67 10

NE NM NS Z PS PM PB

–0.2

Error ( )e

Rate of Change Of Error ( )ce

µ( )e

µ( )ce

���� ���! %���� ��� ����� �����  ���	 � �	
 �

	
 ��� ��� 
��� 	� ������ 	� �

	
 �����

��
�������
 �	�
�	� ���
�� ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

� � � �- �) � �� %" �@B 
� �� @"

�- �) � �� %" �@B 
� �� 0

!2D@ � F %" �&*�3?�

� � � �- �) � �� %9 �@B 
� �� @"

�- �) � �� %9 ��� 
� �� 0

!2D@ � F %9 �&*�3(�

ce

e
NB NM NS Z PS PM PB

NB NB NB NB NM Z PM PB

NM NB NB NB NM PS PM PB

NS NB NB NM NS PS PM PB

Z NB NM NS Z PS PM PB

PS NB NM NS PS PM PB PB

PM NB NM NS PM PB PB PB

PB NB NM Z PM PB PB PB

���� ���" "�&���
 ��
����
� 	� � ���������� ����� 
���&����

1.0

0.8

0.6
NB

0.4

0.2

–9

Control Signal ( )u

( )µ u

3 6 9–6 –3 0

NM NS Z PS PM PB

���� ����� %���� ��� ����� 	�����  ���	 �	
 �	��
	� ������ ����

��	 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ����� 

�������� 	
� ��
E��� ��������� ������� 	� ����	��� �&*�3?�

�%"��� � ��
: �����%"���� �@"�
���� �����%"���� �0�
���; �&*�31�

�����	��� ������ ���� ����	��� �&*�3*�

�%"��� � ��
: ����*�>� *�1�� ����*�>� *�6�;

� ��
:*�1� *�6; � *�1 �&*�3>�

�������� 	
� ��
E��� ��������� ������� 	� ����	��� �&*�3(�

�%9��� � ��
: �����%9���� �@"�
���� �����%9���� �0�
���; �&*�3C�

�����	��� ������ ���� ����	��� �&*�3*�

�%9��� � ��
: ����*�?� *�1�� ����*�?� *�6�;

� ��
:*�?� *�6; � *�? �&*�3'�

)�..� ��������� �� 	
������� 	
� ������� �� ������� �������
�� ������ ���� 	
�
����	 �������� 	
����
 	
� ��������� 	� 	
� ��	��	 ����������

��� �������������	
 ��	����
B���..�����	��� �� 	
� ��������� ��� ������� ���� � ��	 �� �������� ��..� ���	���
������� ���	����� ��	
�� � ��..� ��	��	 ������ 	� � ��� ��..� ������� ���	��� �������
!
� 
����� �� ���� ��	
�� �� 	
� ���	 ���� ����� ����..�����	��� 	��
������ �
��
 ��
�������	�� 	���� ��� �� �
������� ��

+���� ���	��� ������ � "�� �� ����	 �����	� �� ����

"�� �� �����
�&*�6*�

)�� � ���	������ ���	��� ����	��� �&*�6*� �������

���� �


�������

������

�&*�6&�

�� ��	����	������ ��� � ������	� ���	��� ����	��� �&*�6*� ��� �� �
������� ��

��� � �
��

	�& �	���	���
	�& ���	�

�&*�63�

)�� 	
� ���� �
�� ���� � 3�( ��� 
� � 
*�3� �� � �����	 �� 	
� ��
E��� ���������
������� �����	���� �&*�3>� ��� �&*�3'��� 	
� ��..� ��	��	 ������ �� )����� &*�&* ��
4�������5� ��� 	���� 	
� ���� �
��� �� )����� &*�&&�

)��� )����� &*�&&� ����� 	
� ����	��� ��� 	
� ���� �� � 	����.���

����%" � *�1�1 � 3�?�

3
� 3�(3

����%9 � *�3�1 � 6�1�

3
� *�'1

�&*�66�

)��� ����	��� �&*�6*�

���� � �3�(3 � 6� � �*�'1 � 1�

3�(3 � *�'1
� 6�C6 �&*�6?�

��
�������
 �	�
�	� ���
�� ������ ��




������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

2����� ��� ����� ����� �� 3�(� ��� � ��	� �� �
���� �� ����� �� 
*�3� 	
� ���	��� ������
���� 	
� ��..� ���	������ �� 6�C6�

������� ���!
)�� 	
� ����	 ��� ��	��	 ��..� ������� ����� �� )����� &*�C ��� &*�&*� 	���	
��
��	
 	
� ��..� �������� �
��� �� )����� &*�'� ��	������

��� 	
� �������
�� ������ �� 	
� ����	 ������� � ��� 
��
��� 	
� ��
E��� ��..� ��������� ����	����
��� 	
� ����� ���	��� ������ ����

�
�� � � 
6 ��� 
� � *�6

�����	��
��� <
�� � � 
6 ��� 
� � *�6 ��� ������ ��	� 	
� ����	 ��..� �������� 	
�� ���

�������� 	� �� ��..� ������	���� )��� )����� &*�C

� � 
6 �@"��� � *�( �@9��� � *�( �&*�6(�


� � *�6� ����� ������� 	��������

&

*�66
� �0�
��

�*�66 
 *�6�

�0�
�� � *�*' �&*�61�

���

&

*�66
� �%"�
��

*�6

�%"�
�� � *�'& �&*�6>�

0.8

0.6

0.4

0.2

–9
Control Signal ( )u

PM

PS

1.0

–6 –3 0 3 6 9

µ( )u

���� ����� ������� ����� 	�����  ���	 ��� �	 ����� ����
�����

��� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

��� !
� ����� 	
�	 ��� 4
�	5 �� 	
� �������� �� )����� &*�' ���

� � � �- �) � �� @" ��� 
� �� 0

�- �) � �� @" ��� 
� �� %"

!2D@ � F @" �&*�6C�

� � � �- �) � �� @9 ��� 
� �� 0

�- �) � �� @9 ��� 
� �� %"

!2D@ � F @9 �&*�6'�

�������� ��
E��� ��������� 	� ����	��� �&*�6C�

�@"��� � ��
: �����@"���� �0�
���� �����@"�����%"�
���; �&*�?*�

�����	��� ������ ��	� �&*�?*�

�@"��� � ��
: ����*�(� *�*'������*�(� *�'&�;

� ��
:*�*'� *�(; � *�(
�&*�?&�

��� ��������� ��	
 ����	��� �&*�6'�

�@9��� � ��
: �����@9�����0�
���� �����@9�����%"�
���;

� ��
: ����*�(� *�*'�� ����*�(� *�'&�;

� ��
:*�*'� *�(; � *�(

�&*�?3�

7���� ����	���� �&*�?&� ��� �&*�?3� 	� 4����5 	
� ��	��	 ������ �� )����� &*�&*� 	
�
��	��	 ������ �� ��� �� �����	��	�� �� )����� &*�&3�

��� B�� 	� 	
� �����	�� �� 	
� ��	��	 ������ �� )����� &*�&3� ���� �������	����
	
� ����� ���	��� ������ ��

���� � 
?�(

������� ���" �"�� ���� �������
 &� �������"���
B����� � ��..� ����� ���	������ ��� 	
� �����	�� �������� ���	�� �
��� �� )�����
&*�&6 �� 	
�	 	
� �������� ������� �� 	
� ���	���� ����	����

!
� �����	�� �������� ������� �� � ������� �
����� �� ��������� � �	���� ������ 
���� ���	��� ���	�� ���� �� ���	���� ����	�

"���� 	
� ���	�� ��� �� ��������� �	 �� �������� 	� ������ � ���	������ ����� 	
� ����
��������	 	��
������ ��������� �� +
��	�� C� @�����	��� ����	��� �	 	
� ����	 ��� 	
�
�
����� 	
� ����	���� �� ��	��� ���� $�
���� ��� %��	�� �&''(� ���

�� � # ���� ��3 ��� �
 �� ��� ��

$ ��
�&*�?6�

�� �

 ��� �� ��� � 
#
�� ��3 ��� �

$��
� 


� ?
6 
 � ���3 �

$��
� 
 �&*�??�

��
�������
 �	�
�	� ���
�� ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ����� 

�� ����	���� �&*�?6� ��� �&*�??�� � �� 	
� ���� ��� � �� 	
� 
��� ����	
 �� 	
�
�������� ��� $ �� 	
� ���� �� 	
� 	������� #��� �� 	
� ������� ����� 	� 	
� 	������
�� 	
� � �����	���� �� �	 �� ������� 	
�	 � �� ����� ��� ������ ����� 	���� � ��3� ��� ��
������	��� 	
��

�� � # 
����

$ ��
�&*�?(�

�� �

�� 
#

$��
� 


� ?
6 
 �

$��
� 
 �&*�?1�

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

–9 –6 –3 0 3 6 9

Control Signal ( )u

µ( )u

NM NS

���� ����� ����� 	�����  ���	 �	
 '(�
���)*�+�

F t( )

M

G

M
�

�

x, x 1,

θ,4,5

���� ����� ,� ����
��� �������
�

��� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

�� 	
� �	�	� ��������� ���

�& � �� �3 � ��� �6 � � ��� �? � ��

��� 	
� ���	��� �������� ��

� � #���

	
�� ���� ����	���� �&*�?(� ��� �&*�?1�� 	
� �	�	� ����	���� ������

��&

��3

��6

��?

�
���

�
��	 �

* & * *
�3& * * *
* * * &
�?& * * *

�
���

�
��	

�&

�3

�6

�?

�
���

�
��	�

*
%3

*
%?

�
���

�
��	� �&*�?>�

�
���

�3& � 6
�$ ���

��?�$ ��� 
 6��

�?& � 
6
�

?�$ ��� 
 6�

%3 � 
6

��?�$ ��� 
 6��

%? � &

$ ��

� �
& � 6�

?�$ ��� 
 6�

� �
�&*�?C�

��� 	
� ��	��	 ����	��� ��

� � �� �&*�?'�

�
��� � �� 	
� ����	�	� ��	��
� )�� � ������	��� ��	
 � ������ ���	��� ��������

� � 
��

!
� ������	� �� � ��� �� ��	����� �� �����	��� � ��	 �� ������� ������ ���� ����� ��
��������� �� ���	��� C�?�3� ��� �������� ��� �� 	
� 	
��� 	��
������ ����������

B�	� ��� ������	���

� � &� $ � & �� � � *�( ��

�3& � 6 � '�C&�&�(�

&��? � &�(� 
 &�(� � '�C&

�?& � 
6 � '�C& � *�(

�? � &�(� 
 &�(
� 
6�3>

%3 � 
6

&��? � &�(� 
 &�(� � 
*�11>

%? � &

&�(

� �
& � &�(

�? � &�(� 
 &�(

� �
� *�CC'

��
�������
 �	�
�	� ���
�� ������ ���



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

�� 	
� �������� ������ ���� ����� ���
� � 
3 � G3 ��� 	
� ��������� ���
� � 
? � G? ��� 	
� 	������� 	
�� 	
� ������ ���� �
����	����	�� ����	��� ��

�? � &3�6 � >3�3 � &'3�� 3(1 � * �&*�(*�

7���� ���������5� )������ �� ����	���� �C�&*6� ��� �C�&*?�� 	
� �	�	� ��������
��	��
 �������

� � :
&>?�C6 
(>�&3 
6'�&? 
3'�61; �&*�(&�

7���� 	
� ��..� ����� �������
 ������	�� �� $�
���� ��� %��	�� �&''(�� �����
	
��� ��	 ����	 ������� ���� ��� ���
 �	�	� ��������� ��� ���� 	
��� ��	 ��	��	
������ 
�� ���� �����	�� �� �
��� �� )����� &*�&?� 7���� 
�����	�� ��������� ����
����� ��������� �
�������	�� 	
� ��������� 9������ 	��� �������� ��� ��� 
�	���	��#

&� �) � �� %A ��� �� �� %A 	
�� # �� %A

3� �) � �� %A ��� �� �� 0 	
�� # �� %A

6� �) � �� %A ��� �� �� @A 	
�� # �� 0

?� �) � �� 0 ��� �� �� %A 	
�� # �� %A

(� �) � �� 0 ��� �� �� 0 	
�� # �� 0

1� �) � �� 0 ��� �� �� @A 	
�� # �� @A

>� �) � �� @A ��� �� �� %A 	
�� # �� 0

C� �) � �� @A ��� �� �� 0 	
�� # �� @A

'� �) � �� @A ��� �� �� @A 	
�� # �� @A

&*� �) �� �� %A 	
�� # �� %A

&&� �) �� �� @A 	
�� # �� @A

�&*�(3�

!
� �������� ��� �� �
	����� �� 	� 33 ����� �� � ���	
�� ��	 �� && ����� ��������� �
��	
 � ��� �� ��	
 ���
)�� 	
� �������� ����� �� ����	��� �&*�(3�� 	
� ��..� ��
E��� ��������� ������� ��

�%A��� � ��
:�%A� ���������%A�����%A� ����� �����%A�����0� ����� �����0�����%A� ����;

�@A��� � ��
:�@A� ���������0�����@A� ����� �����@A�����0� ����� �����@A�����@A� ����;

�0��� � ��
:�����%A�����@A� ����� �����0�����0� ����� �����@A�����%A� ����;

������ � ������� ��������� ������� ������ ��	
 � ��� ��� )�������� ����..�����	����
� ����� ���	��� ����� #��� �� ��	������

)����� &*�&( �
��� 	
� 	��� �������� �� 	
� �����	�� �������� �	�	� ���������
���� �� ���	��� �����	��� �� � � *�& �������� �� ���
 ����
� 	
��� ���	��� �	��	�����
��� �
���� 	
� && ��	 �������� �� ����	��� �&*�(3�� 	
� 33 ��	 �������� 	
�	 ��������
� ��� ��� ��� 	
� �	�	� �������� ��	
�� ����� �� ����	��� �&*�(&��

)�� 	
� �������� ������ �
��� �� )����� &*�&(���� 	
� && ��	 �������� ����� 	
�
���	 �����	�� 	
� �	�	� �������� ����� �������	��� ��� 	
� 33 ��	 �������� ���������

�	� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

��	�� � �
���� !
� ���� ������	� ����� 	� 	
� �������� ������� ��	�� ����� ��
)����� &*�&(����

<�	
 	
� 	������ �����������	 ��� ������	� �
��� �� )������ &*�&(��� ��� ���� 	
�
�	�	� ��������� ��	
���
 �������	���� ���� 	
� ���	 �����	� ����� 	
��� �� �� �	���� �	�	�
������ !
� ����	����� ����� ��� ��	
 ��������� ��������� ��	
 	���� ��� 	
��� �� �
����	��	 ������	� �	���� �	�	� ����� ��� 	
� && ��	 ��������� ��� ���������� ����� ���
	
� 33 ��	 ��������� )����� &*�&(��� �
��� 	
� ���	��� ����� ��� ���
 �� 	
� 	
���
�	��	������

!
� && ��� 33 ��	 �������� ������	���� ���� �����	���� ����� "�97/�@,�
	���	
�� ��	
 	
� ��..� ����� 	�����
 ��� ��� ��	
 9�!/�A� 9��� ��	���� �� 	
�

1.0

–1.0 0 1.0 x

1.0

NB                Z                PB

–0.1 0 0.1 θ

( )µ θ

1.0

NB                Z                PB

–0.5 0 0.5 4

( )µ 4

NB                Z                PB

µ( )x

1.0

–1.0 0 1.0 x

NB                Z                PB

µ( )x

1.0

–100 0 100 F

NB                Z                PB

( )µ F

���� ����� ����� ��� 	����� �����  ���	 � �	
 ��� ����
��� �������
 �
	&��
�

��
�������
 �	�
�	� ���
�� ������ �	�



������������	
�����
����������������������������� � ��	 � ������������ �������� ����� 

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

0

–0.02

–0.04

–0.06

–0.08

–0.1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

11 Rule Set 22 Rule Set

Pole
placement

P
en

du
lu

m
 a

ng
le

 (
ra

d)

Time (s)

(a)

–0.3

0.3

0.2

0.1

0

–0.2

–0.4

–0.5

–0.6

–0.7
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

11 Rule Set

22 Rule Set

Pole placement

P
en

du
l

m
 a

ng
ul

ar
 r

at
e 

(r
ad

/s
)

u

Time (s)

–0.1

(b)

�	� �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

–0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

11 Rule Set

22 Rule Set

Pole
placement

Tr
ol

le
y 

di
sp

la
ce

m
en

t (
m

/s
)

Time (s)

(c)

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

–0.2

–0.4

–0.6
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

11 Rule Set

22 Rule Set
Pole
placement

Tr
ol

le
y 

ve
lo

ci
ty

 (
m

/s
)

Time (s)

(d)

����� ����� ����������

��
�������
 �	�
�	� ���
�� ������ �	�



������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

9�!/�A )�..� ��������� "��	�� �)�"� ���	�� ��� �� ����� �� �������
 &� )�����
&*�&1 �
��� 	
� ���	��� ������� ��� 	
� && ��	 �������� ��..� ����� ���	�������

������ #���$	
�������� ����� �	��� �	��
	�

"��� ������.��� )�..� /���� +��	��� �"�)/+� �� �� ��	���.�	��� �	��	��� 	� ����	�
��� ������ 	
� ���	��� �������� ��� � )/+ �� � �����	 �� �������� ���	��
������������ !
� "�)/+ �� ���	�������� ������ �
�� 	
� ����	 �� ���G��	 	� 	��� 
������� ������	�� �
����� ��� ������� ���	���������

���������
� "�)/+ �� � 	�� ����� 
������
���� ���	��� ���	�� 	
�	 �� ��������� ��#

��� � �������� ������	 �	 	
� 	�� �����
��� � )/+ �	 	
� ��		�� ������

!
� �������� ������	 ������	� �� � %���������� ����
 �%�� 	���� �������� ��	
 � ����
������	��� ��� ��������	��� ������	
�� �
��
 ����	�� ��� ������ �� �������� �
��	���
����� !
� �	���	��� �� � "�)/+ �� �
��� �� )����� &*�&>� <�	
 "�)/+ �	 �� ����� 	�
�
����� 	
� %� 	���� ��� �������� �� ���������� ��	
�� 	
�� �������	�� �����	� "�� ���

35

30

25

20

15

10

5

0

–5

–10

11 Rule Set

22 Rule Set
Pole
placement

A
pp

lie
d 

fo
rc

e 
to

 tr
ol

le
y 

(N
)

Time (s)

(e)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

���� ����� ����
��� �������
 ����� ��
��&�� ��
� 
���	��� �	
 ��
�� �	��
	� ��
��������

�		 �������� �	�
�	� 
����������



������������	
�����
����������������������������� � ��
 � ������������ �������� ����� 

60

40

20

0

–20

–40

–60

0.5

0

–0.5 –0.1
–0.05

0
0.05

0.1

Force
(N)

4 (rad/s) θ (rad)

���� ����� �	��
	� ��
���� �	
))��� 
���&��� ����� �	��� �	��
	���
�

Performance
Index Table

Rule Generation
and Modification

Data
Base

Rule
Base

Fuzzification Fuzzy
Inference

Defuzzification Plant

Measurement
System

r t( ) e t( )+

–

u t( ) c t( )

���� ���� %���-�
�������� ����� $	��� �	��
	� �����
�

��
�������
 �	�
�	� ���
�� ������ �	




������������	
�����
����������������������������� � ��� � ������������ �������� ����� 

�
������ 	
� ��..� �������� �� )����� &*�'� ���
	 	��� 	
� ���� �� �
��� �� )�����
&*�&C�

����
��� �	��������	

�� 	
� ��������� �	���	��� �� 	
� ��..� �������� ���� ��	 ���� �� �����	���� ���������
	
�� 	
� ������ �� ���	��� ����� ���� ���� 	� �� ��G��	���

/�	 	
� ������ ��	� �� �
���� �� ����� ��� ���	��� ������ �	 	��� � �� ����� 
���� ���
���� ������	������ ��� ������ 	
�	 � ����� %� �� � ����	��� �� ���� ��� 
�����

�� 	
��� ��� �������	���� ������ �	 	��� �� ������� �� 	
� �������� �� 	
� ����	�
	
��� ���� �� �� � �����	 �� ���	��� ��	��� 	���� � ������� ����������� �� �	 	���
��
 ��� !
� ������	�� � �� � 4����� �� ������5 ������	�� ��� �� ����	�� 	� 	
� ��		����
	��� �� 	
� ����	� 
����� � 	������ ����� �� ��	���� 6 ��� ( � �
���  �� 	
�
�������	 	��� ����	��	 �� 	
� ����	�

!
� ����� �� 	
� %� �� 	
������� ��	������� ����� ���
 �� ��� 
���
 �� ��� �������
	� ���� �� � ������	��� ���	�� 	� 	
� �������� �� 	
� ����

�) ���� �� � � � ��� 
���� �� � � � !2D@ ���� � � � � � %� �&*�(6�

�
��� 	
� %� �� ���� ���� � %���������� ����
 	���� �� 	
� ���� �
��� �� )�����
&*�&'� <
�� 	
� ������ �� ���
 � � ��� 
���
 � � ��� ��	
�� �� �����	���� ������ 	
�
%� 	���� 	� .��� ��� 	
� ��..� �������� ��		��� ���� ��� ����������� ��� 	
� ���� 
������.��� ������� 
�� ���� ��
������ !
� %� 	���� �� ������� �������� 
�����	�������
����� ���� �� ��	��	��� ������	������ �� 	
� �������� �������� ��� 	
� 	���� ���
��	���� ����� �� �������� ��� �	�����	� �� 	
� ���������

ce

e
NB NM NS Z PS PM PB

NB –50 –40 –30 –20 –10 0 10

NM –42 –32 –22 –12 –2 8 18

NS –36 –26 –16 –6 4 14 24

Z –30 –20 –10 0 10 20 30
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PM –18 –8 2 12 22 32 42

PB –10 0 10 20 30 40 50
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NB –5 –4 –3 –3 –2 –1 0

NM –4 –3 –3 –2 –1 0 1

NS –3 –3 –2 –1 0 1 2

Z –3 –2 –1 0 1 2 3

PS –2 –1 0 1 2 3 3

PM –1 0 1 2 3 3 4

PB 0 1 2 3 3 4 5
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theta

tdot

x = Ax+Bu
y = Cx+Du
′

174

57.1

Inverted pendulum

Scope4

39.1

29.3

xdot

Scope

Scope1

Scope2

Scope3

x

+
+
+
+
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theta

tdot

x

xdot

Pendulum11

(mamdani)

FIS Name: Pendulum11 FIS Type: mamdani

And method

Or method

Implication

Aggregation

Fuzzification

min

max

min

max

centroid

Current Variable

Name

Type

Range

Help Close

System "Pendulum11": 4 inputs, 1 output, and 11 rules
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FIS Variables

Membership function plots plot points: 181

theta

x

xdot

tdot

Current Variable

Name

Type

Range

Display Range

theta

input

[–0.1 0.1]

[–0.1 0.1]

1

0.5

0

–0.1 –0.08 –0.06 –0.04 –0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

NB Z PB

Current Membership Function (click on MF to select)

Name

Type

Params

NB

trapmf

[–1 –1 –0.1 0]

Help Close

Ready

Input variable “theta”
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1. If (theta is PB) and (tdot is PB) then (f is PB) (1)
2. If (theta is PB) and (tdot is Z) then (f is PB) (1)
3. If (theta is PB) and (tdot is NB) then (f is Z) (1)
4. If (theta is Z) and (tdot is PB) then (f is PB) (1)
5. If (theta is Z) and (tdot is Z) then (f is Z) (1)
6. If (theta is Z) and (tdot is NB) then (f is NB) (1)
7. If (theta is NB) and (tdot is PB) then (f is Z) (1)
8. If (theta is NB) and (tdot is Z) then (f is NB) (1)
9. If (theta is NB) and (tdot is NB) then (f is NB) (1)
10. If (tdot is PB) then (f is PB) (1)
11. If (tdot is NB) then (f is NB) (1)

If and and and Then
theta is tdot is x is xdot is f is

NB
Z

none
PB

not not not not not

Connection
or

and 1 Delete rule Add rule Change rule

FIS Name: Pendulum11 Help Close

NB
Z

none
PB

NB
Z
PB

NB
Z

none
PB

Weight

NB

PB
Z

none none

!��� ���' ��� ���� �
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force

x = Ax+Bu
y = Cx+Du
′

Fuzzy Logic
Controller

Inverted pendulum
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x
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